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Введение

Настоящая книга является первой частью сборника задач, соответству-
ющего программе обучения по алгебре и началам анализа в математиче-
ских классах СУНЦ УрФУ.

Задачи почти каждой главы сборника разделены на две группы (А и
Б) по нарастанию их сложности. Ясно, что такое деление условно. Но у со-
ставителей сборника есть некоторое убеждение в том, что задачи первой
группы (А) составляют необходимый (или базовый) уровень обучения.
Вторая группа (Б) позволяет достигнуть достаточный уровень совершен-
ства в решении задач данной темы. Кроме того, отмеченные звездочкой
задачи этой группы носят исследовательский характер или встречались
на математических олимпиадах.

Отзывы, критические замечания и добрые пожелания просим направ-
лять по адресу: 620173, г. Екатеринбург, ул. Д.Зверева, 30. СУНЦ УрФУ,
кафедра математики или sbornikfm2019@mail.ru.



Глава 1

Элементы теории множеств, бинарные

отношения

1.1. Элементы теории множеств

Группа А

1.1. Принадлежат ли числа 1
2 ,

1
3 ,

2
5 ,−1

7 множеству A =
{

n2

n2+16 : n ∈ N
}

?

Доказать, что указанное множество не содержит целых чисел:

1.2. A =
{

n
n+1

: n ∈ N
}

.

1.3. A =
{

2n2+1
n2+1

: n ∈ N
}

.

1.4. A =
{

3n3+4
n3+2 : n ∈ N

}

.

1.5. Известно, что {a, b} ⊆ {c} . Что можно сказать об элементах этих
множеств?

1.6. Доказать, что A ∩B ⊆ A ∪B .

1.7. В каком случае A ∪B = A ∩B ? Описать все такие случаи.

1.8. Описать все случаи (с доказательством), когда A× B = B ×A .

Равны ли множества (ответ обосновать):

1.9. A = {{1, 2}, 3}, B = {{1}, {2, 3}} .

1.10. A = {1, 2}, B = {{1, 2}} .

1.11. A = {1, 2, 3}, B = {{1}, {2}, {3}} .
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1.12. A = {2, 1, 3}, B = {3, 1, 2, 1} .

1.13. A = {∅, 1}, B = {1} .

1.14. A = {∅}, B = ∅ .

1.15. C = {x ∈ R : x2 − 2x− 2 = 0}, D = {x ∈ Q : x2 − 2x− 2 = 0} .

1.16. C = {x ∈ R : x2 − 2x+ 4 = 0}, D = {x ∈ Q : x2 − 2x+ 4 = 0} .

1.17. P = {x ∈ R : 1
x−2

< 1}, S = {x ∈ R : x > 3} .

1.18. P = {x ∈ R : 1
x−5 < 1}, S = {x ∈ R : x > 6} .

1.19. A = {x ∈ Z : 4 | x и 15 | x}, B = {x ∈ Z : 20 | x и 30 | x} .

1.20. A = {x ∈ Z : 9 | x и 10 | x}, B = {x ∈ Z : 30 | x и 45 | x} .

1.21. A = {x ∈ Z : 4 | x и 6 | x}, B = {x ∈ Z : 24 | x} .

1.22. A = {x ∈ Z : 8 | x и 6 | x}, B = {x ∈ Z : 12 | x} .

1.23. Сколько элементов содержит множество людей, знающих опре-
деление множества?

1.24. Доказать, что ∅ содержится в любом множестве.

1.25. Доказать, что пустое множество единственно.

1.26. Принадлежит ли ∅ множествам: {∅, 1},∅, {{∅}}, {∅, {∅}} ?

Записать все подмножества множества A :
1.27. A = {1, 2, {3}}. 1.28. A = {1, {1}}.
1.29. A = {∅, {∅}, {∅, {∅}}}. 1.30. A = {∅, {1}, {1, {∅}}}.
1.31. Найти P (A×B) , если A = {1, 2}, B = {3, 4} .

1.32. Верно ли, что P (A× B) = P (A)× P (B) ?

Существуют ли такие множества A, B, C , для которых выполняется:
1.33. A ∈ B,A ⊆ B. 1.34. A ∈ B,B ∈ C,A ∈ C.
1.35. A ⊆ B,B ∈ C,A ∈ C. 1.36. A ∈ B,C ⊆ B,A /∈ C.
1.37. A ∈ B,B ⊆ C,A /∈ C. 1.38. A ∈ B,B ∈ C,A /∈ C.
1.39. A ⊆ B,B ∈ C,A /∈ C.

1.40. Найдите пересечение множеств:
A = {2m+ 1 : m ∈ Z}, B = {3n+ 2 : n ∈ Z} .

1.41. Найдите объединение множеств:
A = {4k + 1 : k ∈ Z}, B = {4k + 3 : k ∈ Z} .
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1.42. Пусть A = [1; 6], B = [2; 7], C = [−1; 3], D = [2; 5]. Найти
множества:
a) A ∪ B ∪ C ∪D;

b) A ∩B ∩ C ∩D;
c) (A ∩B) ∪ (C ∩D);

d) (A ∪ B) ∩ (C ∪D);
e) A ∪ B ∩ C ∪D.

1.43. A — множество учеников данного класса, изучающих англий-
ский язык, B — ученики, изучающие болгарский язык, C — ученики,
изучающие язык суахили. Охарактеризовать множества:
a) (A ∪B) ∩ C ;
b) A ∪ (B ∩ C) ;
c) (A ∪B) ∩ (B ∪ C).

1.44. A — множество всех четырехугольников, B — множество всех
трапеций, C — множество всех параллелограммов, D — множество всех
прямоугольников, E — множество всех квадратов. Какие из этих мно-
жеств являются подмножествами других?

1.45. Пусть A — множество прямоугольных треугольников на плоско-
сти, B — множество равносторонних треугольников. Что можно сказать
о множествах A ∪ B, A ∩ B, A ∪B, A ∩B, A ∪B, A ∩B ?

1.46. Пусть A — множество чисел, кратных двум, B — множество
чисел, кратных трем, U = Z . Что можно сказать о множествах A ∪ B,
A ∩B, A ∪B, A ∩ B, A ∪ B, A ∩ B ?

1.47. X — множество двузначных чисел, Y — множество четных
чисел, P — множество всех чисел, кратных четырем, U = N . Како-
вы характеристические свойства элементов множеств A = X ∩ Y ∩ P ,
B = X ∪ Y ∩P . Изобразить эти множества на диаграмме Эйлера-Венна.

1.48. A — множество ромбов, B — множество треугольников, C —
множество многоугольников, содержащих угол в 60◦ , D — множество
многоугольников с неравными диагоналями. Каковы характеристические
свойства множеств X1 = B∪D∪A∩C, X2 = (C\B)∩D, X3 = (A∪D)∩C .
Изобразить эти множества на диаграмме.
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Найти множество всех действительных чисел a таких, чтобы пересе-
чение множеств A и B было пустым множеством:

1.49. A = {(x, y) ∈ R2 : −3x+ ay = 5},
B = {(x, y) ∈ R2 : (a+ 6)x+ 3y = 7} .

1.50. A = {(x, y) ∈ R2 : 4x+ ay = 5},
B = {(x, y) ∈ R2 : (a+ 6)x+ 2y = 7} .

Найти множество всех действительных чисел a таких, чтобы пересе-
чение множеств A и B было не пусто:

1.51. A = {x ∈ R : x2 − 3ax+ 6 = 0}, B = {x ∈ R : ax− 5 = 0} .

1.52. A = {(x, y) ∈ R2 : −3x+ ay = 5},
B = {(x, y) ∈ R2 : (a+ 6)x+ 3y = 7} .

Задать множество в виде некоторого промежутка числовой прямой:

1.53. {a ∈ R : ∃x ∈ R 3x2 + 2ax+ a < 0} .

1.54.
{
a ∈ R : ∃x ∈ R a = x+1

x2+1

}
.

1.55. Пусть Bn =
n⋃

s=1

As(n ∈ N) . Доказать, что
∞⋃

s=1

Bs =
∞⋃

s=1

As .

1.56. Пусть Bn =
n⋂

s=1
As(n ∈ N) . Доказать, что

∞⋂

s=1
Bs =

∞⋂

s=1
As .

1.57. Доказать включение: (A ∩ C) ∪ (B ∩D) ⊂ (A ∪ B) ∩ (C ∪D) .

Доказать равенства:

1.58. A ∩ (A ∪B) = A; A ∪ (A ∩B) = A .

1.59. A\B = A\(A ∩B) .

1.60. (C\A) ∪ (C\B) = C\(A ∩B) .

1.61. A = (A ∩ B) ∪ (A\B) .

1.62. (A ∪B)\C = (A\C) ∪ (B\C) .

1.63. A ∩B = A\(A\B) .

1.64. B\(A\B) = B .

1.65. (C\A) ∩ (C\B) = C\(A ∪B) .

1.66. (A ∪B) ∪ (A ∩B) = U .
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1.67. (A\B) ∪ (B\A) = (A ∪ B)\(A ∩B) .

1.68. (A\B) ∪ (A\B) = (B ∪ A) ∩ (A ∪B) .

1.69. (A\B)\C = A\(B ∪ C) .

1.70. (A\B) ∩ C = (A ∩ C)\(B ∩ C) .

1.71. A\B = A ∪ B .

1.72. (A ∩B) ∪ (A ∩ B) = (A ∪B)\(A ∩B) .

1.73. (A ∪B) ∩ (A ∪ B) = (A ∪B)\(A ∩B) .

1.74. A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C) .

1.75. A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C) .

1.76. A× (B\C) = (A×B)\(A× C) .

Определить, в каком отношении (включение, равенство, неравенство)
находятся множества X и Y :

1.77. X = A ∪B, Y = A ∪B .

1.78. X = (A ∩B) ∪ (A ∩ B) ∪ (A ∩B), Y = A ∪B .

1.79. X = A ∪ (B\C), Y = (A ∪B)\(A ∪ C) .

1.80. X = A\(B ∪ C), Y = (A\B) ∪ (A\C) .

1.81. X = A\(B ∪ C), Y = (A\B) ∩ (A\C) .

1.82. X = (A× B) ∪ (C × B), Y = (A ∪ C)×B .

1.83. X = (A× B) ∪ (C ×D), Y = (A ∪ C)× (B ∪D) .

Упростить выражения:

1.84. (A ∩B) ∩ (B ∩ C) ∪ (C ∪ A) .

1.85. (A ∪B)\(A\B)\(B\A) .

1.86. ((A ∪B) ∩ (A ∪B)) ∩B .

1.87. (A ∪B) ∩ (A ∪ B) .

1.88. ((A ∩B) ∪ (A ∩B)) ∩ A .

1.89. ((A ∪B ∪ C) ∩ (A ∪B))\((A ∪ (B\C)) ∩ A) .

1.90. A ∪B\((A\B) ∪ (B\A)) .
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1.91. (A ∩B) ∪ (A ∩ C) ∪ (B ∪ C) .

1.92. (A ∩B) ∪ (A ∪B) ∪ (A ∩B) .

1.93. (A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩B ∩ C) ∪ (B ∩ C) .

1.94. Ученики одной из школ кроме всего прочего занимаются пла-
ванием, лыжами и волейболом. Известно, что не все лыжники являются
волейболистами и что если пловец не занимается волейболом, то он не за-
нимается и лыжами. Следует ли отсюда, что не все лыжники занимаются
плаванием?

1.95. В классе 30 учащихся, 16 из них занимаются музыкой, 17

увлекаются теннисом, а 10 занимаются и музыкой и теннисом. Есть ли
в классе ученики, равнодушные и к музыке, и к теннису, и если есть, то
сколько их?

1.96. На вступительном экзамене по математике были предложены
три задачи: по алгебре, планиметрии и стереометрии. Из 1000 абитури-
ентов задачу по алгебре решили 800 , по планиметрии — 700 , а по стерео-
метрии — 600 абитуриентов. При этом задачи по алгебре и планиметрии
решили 600 абитуриентов, по алгебре и стереометрии — 500 , по плани-
метрии и стереометрии — 400 . Все три задачи решили 300 абитуриентов.
Существуют ли абитуриенты, не решившие ни одной задачи, и если да,
то сколько их?

1.97. Из 100 студентов английский язык знают 28 студентов, немец-
кий — 30 , французский — 42 , английский и французский — 10 , немецкий
и французский — 5 , английский и немецкий — 8 , все три языка знают 3
студента. Сколько студентов не знают ни одного из трех языков?

1.98. На загородную прогулку поехали 92 человека. Бутерброды с
колбасой взяли 48 человек, с сыром — 38 человек, с ветчиной 42 че-
ловека, с сыром и с колбасой — 28 человек, с колбасой и с ветчиной 31
человек, а с сыром и с ветчиной — 26 человек. 25 человек взяли с собой
все три вида бутербродов, а несколько человек вместо бутербродов взяли
пирожки. Сколько человек взяли с собой пирожки?

1.99. Из 35 учащихся класса 20 посещают математический кружок,
11 — физический, 10 учащихся не посещают ни одного из этих кружков.
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Сколько учеников посещают и математический и физический кружки?
Сколько учащихся посещают только математический кружок?

1.100. Каждый ученик класса или девочка, или блондин, или любит
математику. В классе 20 девочек, из них 12 блондинок и одна блондинка
любит математику. Всего в классе 24 ученика-блондина, математику из
них любят 12 , а всего 17 учеников (мальчиков и девочек), которые любят
математику, из них 6 девочек. Сколько учеников в данном классе?

1.101. В отделе института работают несколько человек. Каждый из
них знает хотя бы один иностранный язык. 6 человек знают англий-
ский, 6 — немецкий, 7 — французский, 4 знают английский и немецкий,
3 — немецкий и французский, 2 — французский и английский, 1 человек
знает все три языка. Сколько человек работает в отделе? Сколько из них
знают только английский язык? только французский? Сколько человек
знает ровно один язык?

1.102. Сколько целых чисел от 0 до 999 не делятся ни на 5 , ни на
7 ? А сколько чисел от 0 до 999 не делятся ни на 2 , ни на 3 , ни на 5 ,
ни на 7 ?

Группа Б

Доказать утверждения:

1.103. A\B = A ⇔ A ∩B = ∅ .

1.104. (A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C) ⇔ C ⊆ A .

1.105. A ⊆ B ⊆ C ⇔ A ∪B = B ∩ C .

1.106. (A ∩B ⊆ C) и A ∪ C ⊆ B ⇒ A ∩ C = ∅ .

1.107. (A ∪B)\(A ∩B) = ∅ ⇔ A = B .

1.108. A\D = B ⇒ A\B ⊆ D .

1.109. A ⊆ C,B ⊆ C ⇒ A× B = (A× C) ∩ (C ×B) .

1.110. A ∩ B ⊆ C ⇒ A ⊆ B ∪ C .

1.111. A\(B\C) = (A\B) ∪ C ⇔ C ⊆ A .

1.112. (A×B) ∪ (B ×A) = C × C ⇒ A = B = C .
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1.113. Доказать, что следующие условия эквивалентны:

a) A ⊆ B, d) U\B ⊆ U\A,
b) A ∩B = A, e) A ∩ (U\B) = ∅,

c) A ∪B = B, f) (U\A) ∪B = U.

1.114. Найти A и B , если для любого X верно равенство

X ∩ A = X ∪B.

1.115. Решить уравнение (X ∪ A)∪(X∪A) = B , если A и B заданы.

Решить системы:

1.116.

{

A ∩X = A,

A ∪X = A.
1.117.

{

A ∩X = B,

A ∪X = B.

1.118.

{

A\X = B,

A ∪X = C.
1.119.

{

A ∩X = B,

A ∪X = C.

1.120.

{

A\X = B,

X\A = C.
1.121.

{

A ∪X = B ∩X,

A ∩X = C ∪X.

1.122.

{

A ∪X = X\B,

C ∪X = A.
1.123.

{

A ∪X = X\B,

X\A = C.

1.124.

{

A\X = B,

C ∩X = A.
1.125.

{

A ∪X = X ∩B,

X\C = B.

1.126. Даны множества Ak =
(
k−1
k
, 2k+1

k

)
, k ∈ N . Найти

⋂

k∈N
Ak .

1.127. Даны множества Ak =
[
1
k ,

2k−1
k

]
, k ∈ N . Найти

⋃

k∈N
Ak .

1.128. Даны множества Ak =
[
2k−1
2k , 1

)
, k ∈ N . Найти

⋂

k∈N
Ak .

1.129. Даны множества Ak =
(
1−k
k , k+1

3k

)
, k ∈ N . Найти

⋃

k∈N
Ak .
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1.130. Даны множества Ak =
[
1−k
2k , 2k−1

3k

]
, k ∈ N . Найти

⋃

k∈N
Ak .

1.131. Даны множества Ak =
(−2k−1

3k , k+1
2k

)
, k ∈ N . Найти

⋂

k∈N
Ak .

1.132. Даны множества Ak =
[
1+k
2k

, 3+2k
k

)
, k ∈ N . Найти

⋂

k∈N
Ak .

1.133. Даны множества Ak =
[
1+k
2k , 3+2k

k

)
, k ∈ N . Найти

⋃

k∈N
Ak .

1.134 ∗ . Даны множества A2k =
[
1− 1

2k , 5− 1
2k

]
,

A2k−1 =
[

1
2k−1

, 3 + 1
2k−1

]
, k ∈ N . Найти

⋃

k∈N
Ak .

1.135 ∗ . Даны множества A2k =
(
1 + 1

2k , 5 +
1
2k

)
,

A2k−1 =
[
3− 1

2k−1, 7− 1
2k−1

]
, k ∈ N . Найти

⋂

k∈N
Ak .

1.136 ∗ . “Веселая задача Л. Кэрролла”: в неравном бою из 100 пиратов
90 потеряли руку, 80 — ногу, 70 — глаз. Найти минимальное количество
“счастливчиков”, потерявших одновременно и руку, и ногу и глаз.

1.137 ∗ . Доказать, что при любом разбиении на два подмножества
множества X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} хотя бы одно из полученных под-
множеств содержит три таких числа, что сумма двух из них равна утро-
енному третьему.

1.138 ∗ . Доказать, что из любых 52 целых чисел всегда можно вы-
брать два числа, сумма или разность которых делится на 100 .

1.139 ∗ . Даны 20 натуральных чисел a1 < a2 < . . . < a20 , не пре-
восходящих 70 . Доказать, что среди разностей aj − ak (j > k) найдутся
хотя бы четыре одинаковых числа.

1.140 ∗ . Множество чисел 1, 2, . . . , 100 разбито на 7 подмножеств.
Доказать, что хотя бы в одном из этих подмножеств найдутся или четыре
числа a, b, c, d , для которых a + b = c + d , или три числа e, f, g , для
которых e+ f = 2g .

1.141 ∗ . Найти все значения n, (n ∈ N) , для каждого из которых
существует строка из 2n чисел, обладающая следующим свойством: для
любого k ∈ {1, . . . , n} в строке имеются 2 числа, равных k , между ко-
торыми находится ровно k чисел.
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1.142 ∗ . Для непустого множества M ⊆ Q выполнены условия:
1) если a ∈ M, b ∈ M , то (a+ b) ∈ M, a · b ∈ M ,
2) если r ∈ Q , то верно одно из трех утверждений: r ∈ M,−r ∈ M, r = 0 .
Доказать, что M = Q .

1.143 ∗ . Определить сумму всех натуральных чисел, в десятичной
записи каждого из которых цифры образуют возрастающую или убыва-
ющую прогрессию.

1.144 ∗ . Существует ли множество M ⊆ N , удовлетворяющее следу-
ющим условиям:
1) любое натуральное n, (n > 1) представимо в виде n = a+b, a, b ∈ M ,
2) если a, b, c, d ∈ M и каждое из них больше 10 , то равенство a+b = c+d
возможно лишь в случае a = c или a = d ?

1.2. Бинарные отношения

Группа А

Определить свойства и виды отношений. Если это отношение эквива-
лентности, то построить разбиение указанного множества.

1.145. На множестве людей xρy ⇔ x дружит с y .

1.146. На множестве людей xρy ⇔ x с y родились в один год.

1.147. На множестве людей xρy ⇔ x является родителем y .

1.148. На множестве людей xρy ⇔ x не старше y .

1.149. На множестве геометрических фигур xρy ⇔ x равен y .

1.150. На множестве многоугольников xρy ⇔ x и y имеет одинаковое
количество сторон.

1.151. На множестве многоугольников xρy ⇔ x и y имеют соответ-
ственно равные углы.

1.152. На множестве прямых xρy ⇔ x пересекает y .

1.153. На множестве Z xρy ⇔ x · y > 0 .

1.154. На множестве Z xρy ⇔ x · y 6 0 .
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1.155. На множестве Z xρy ⇔ x− y — нечетное число.

1.156. На множестве N xρy ⇔ x · y > 0 .

1.157. На множестве N xρy ⇔ x+ y — четное число.

1.158. На множестве M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} xρy ⇔ x делит y .

1.159. На множестве M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} xρy ⇔ x+ y = 8 .

1.160. На множестве M = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} xρy ⇔ x+ y ∈ M .

1.161. На множестве M = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4} xρy ⇔ x−y ∈ M .

1.162. На множестве M = A×A , где A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (x, y)ρ(u, v) ⇔
⇔ xv = yu .

1.163. На множестве M = {−4.− 3,−2,−1, 0, 1, 2, 3} xρy ⇔ x делит
y .

1.164. На множестве M = {−4.−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3} xρy ⇔ x+y = 8 .

1.165. На множестве M = {−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3} xρy ⇔ x + y ∈
∈ M .

1.166. На множестве M = A×A , где A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (x, y)ρ(u, v) ⇔
⇔ x+ v = y + u .



Глава 2

Математическая индукция

2.1. Математическая индукция в алгебре

Группа А

2.1. Для всех n ∈ N доказать следующие равенства и неравенства:

a) 12 + 22 + 32 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

;

b) 12 + 32 + 52 + · · ·+ (2n− 1)2 = n(2n−1)(2n+1)
3 ;

c) 22 + 62 + · · ·+ (4n− 2)2 = 4n(2n−1)(2n+1)
3 ;

d) 13 + 33 + 53 + · · ·+ (2n− 1)3 = n2(2n2 − 1);

e) 1 · 1! + 2 · 2! + 3 · 3! + · · ·+ n · n! = (n+ 1)!− 1;

f ) 1 + x+ x2 + · · ·+ xn = xn+1−1
x−1 , x ∈ R, x 6= 1;

g) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + · · ·+ (n− 1)n = (n−1)n(n+1)
3 , n > 2;

h) 1 · 2 · 3 + 2 · 3 · 4 + · · ·+ n(n+ 1)(n+ 2) = n(n+1)(n+2)(n+3)
4 ;

i)
1

1 · 3 +
1

3 · 5 + · · ·+ 1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

n

2n+ 1
;

j )
1

1 · 5 +
1

5 · 9 + · · ·+ 1

(4n− 3)(4n+ 1)
=

n

4n+ 1
;

k)
1

1 · 4 +
1

4 · 7 + · · ·+ 1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

n

3n+ 1
;

l)
1

4 · 5 +
1

5 · 6 + · · ·+ 1

(n+ 3) · (n+ 4)
=

n

4 · (n+ 4)
;
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m)
7

1 · 8 +
7

8 · 15 + · · ·+ 7

(7n− 6)(7n+ 1)
= 1− 1

7n+ 1
;

n)
1

4 · 8 +
1

8 · 12 + · · ·+ 1

4n(4n+ 4)
=

1

16
− 1

16(n+ 1)
;

o)
1

a(a+ 1)
+

1

(a+ 1)(a+ 2)
+ · · ·+ 1

(a+ n− 1)(a+ n)
=

n

a(a+ n)
;

p)
12

1 · 3 +
22

3 · 5 + · · ·+ n2

(2n− 1)(2n+ 1)
=

n(n+ 1)

2(2n+ 1)
;

q)
1

1 + x
+

2

1 + x2
+ · · ·+ 2n

1 + x2n
=

1

x− 1
+

2n+1

1− x2n+1 , x ∈ R, x 6= ±1;

r) | sinnx| 6 n| sin x|, x ∈ R;

s)
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
>

13

24
, n > 1;

t)
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

3n+ 1
> 1;

u)
1√
1
+

1√
2
+ · · ·+ 1√

n
>

√
n, n > 1.

2.2. Доказать, что любое целое число рублей больше 7 можно упла-
тить без сдачи денежными билетами достоинством в 3 и 5 рублей.

2.3. Доказать, что сумма кубов трех последовательных натуральных
чисел делится на 9.

2.4. Доказать, что при любом n > 0 (n — целое число)

An = 11n+2 + 122n+1 делится на 133.

2.5. Доказать, что для всех натуральных n число 33n+3 − 26n − 27

делится на 169.

2.6. Доказать, что 19|(226k+2

+ 3) для всех k ∈ N .

2.7. Доказать, что при любом натуральном n число n5 − 5n3 + 4n
делится на 120.

2.8. Доказать, что при любом натуральном n число 10n + 18n − 1

делится на 27.

2.9. Доказать, что при любом натуральном n число 32n+3+ 40n− 27

делится на 64.
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2.10. Доказать, что при любом натуральном n делится на 36 число
50n − 5n(2n + 1) + 1 .

2.11. Доказать, что 62n−1 + 1 кратно 7 для всех n ∈ N .

2.12. Доказать, что 33n+2 + 24n+1 кратно 11 для всех n ∈ N .

2.13. Доказать, что 4n + 15n− 1 кратно 9 для всех n ∈ N .

2.14. Доказать, что 72n − 1 кратно 48 для всех n ∈ N .

2.15. Доказать, что n7−n делится на 42, если n — любое целое число.

2.16. Доказать, что при любом натуральном n > 1

4n

n+ 1
<

(2n)!

(n!)2
.

2.17. Доказать, что

2n−1(an + bn) > (a+ b)n,

где a+ b > 0, a 6= b, n — натуральное число, большее 1.

2.18. Последовательность Фибоначчи определяется следующим об-
разом: a1 = 1, a2 = 1, an = an−1 + an−2 при n > 2 . Найти все номера n
такие, что число an — четно.

2.19. Доказать, что n -е натуральное число Фибоначчи делится на 3
тогда и только тогда, когда n делится на 4.

2.20. Дана последовательность Фибоначчи {an} . Доказать, что a5k
делится на 5 при всех натуральных k .

2.21. Докажите, что при всех натуральных n число (1+
√
5)n−(1−

√
5)n

2n
√
5

—
есть число целое, и совпадает с n -ым членом последовательности Фибо-
наччи.

2.22. Дана последовательность Фибоначчи {an} . Доказать, что для
любого натурального n выполняется равенство a2n+1 − anan+2 = (−1)n.

2.23. Дана последовательность Фибоначчи {an} . Доказать:
a) a2n+2 = a1 + a3 + . . .+ a2n+1 ;
b) a2n+1 = 1 + a2 + . . .+ a2n .
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2.24. Доказать, что любое натуральное число можно представить в
виде суммы нескольких различных чисел Фибоначчи.

2.25. Известно, что an − bn делится на n (a, b, n — натуральные
числа, a 6= b ). Доказать, что (an − bn)/(a− b) делится на n .

2.26. Доказать, что неравенство 3n > n + 2 верно, если n — нату-
ральное число.

2.27. Найти все n ∈ N , удовлетворяющие неравенству 2n > 2n+ 7 .

2.28. Найти все n ∈ N , удовлетворяющие неравенству 3n > 3n+ 7 .

2.29. Доказать, что (1 + h)n > 1 + n · h для любого натурального
n > 2 и h > −1 , h 6= 0 (неравенство Бернулли).

2.30. Доказать, что (1 + h)n > 1 + n · h + n(n−1)
2

· h2 для любого
натурального n > 3 и h > 0 .

2.31. Доказать для всех натуральных n и любых x1, x2, . . . , xn ∈ R

неравенство

|x1 + x2 + · · ·+ xn| 6 |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|

2.32. Доказать неравенство 2m+n−2 > mn , где m и n — натуральные
числа.

2.33. Доказать неравенство nn+1 > (n + 1)n , где n — натуральное
число больше двух.

2.34. Известно, что x + 1/x является целым числом. Доказать, что
при любом натуральном n число xn + 1/xn — тоже целое.

2.35. Доказать, что при всех n ∈ N число (3 +
√
5)n + (3−

√
5)n —

есть число целое, делящееся без остатка на 2n .

2.36. Последовательность натуральных чисел a1, a2, . . . , an, . . . тако-
ва,что a1 = 3, a2 = 5, . . . an+1 = 3an − 2an−1 при n > 2 . Доказать, что
an = 2n + 1 при всех натуральных n .

2.37. Последовательность {an} определяется следующим образом:
a1 = 1, a2 = 2, an = an−1 − an−2 при n > 2 . Доказать, что для всех
натуральных n выполнено равенство an+6 = an .
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2.38. Найдите ошибку в рассуждении: “Докажем (по индукции), что
в любой компании из n человек все люди одного возраста, т.е. все жи-
вущие на Земле люди родились одновременно. База индукции (n = 1 ):
очевидно, так как в компании только один человек. Проверим шаг ин-
дукции. Индуктивное предположение: пусть в любой компании из (n−1)

человека все люди одного возраста. Рассмотрим произвольную компанию
из n человек; занумеруем их натуральными числами от 1 до n . По ин-
дуктивному предположению в компании людей с номерами 1, 2, . . . , n−1
все люди одного возраста, скажем, k лет. По тому же предположению в
компании людей 2, 3, . . . , n все люди также одного возраста, скажем, s

лет. Но человеку с номером 2 (равно как и любому другому с номером от
3 до (n − 1) ) не может быть одновременно s лет и k лет, если s 6= k .
Значит, s = k , и каждому из компании s лет. Шаг индукции обоснован,
утверждение доказано.”

2.39. Имеется набор из n различных карандашей. Доказать, что чис-
ло различных наборов, которые можно получить, выбирая карандаши из
данного набора, (в их число включаются также набор из всех имеющихся
карандашей, и набор, не содержащий ни одного карандаша) равно 2n .

2.40. Доказать формулы сокращенного умножения (n ∈ N )

a) an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + an−3 + · · ·+ a+ 1),

b) a2n+1 + 1 = (a+ 1)

(

a2n − a2n−1 + · · · − a+ 1

)

.

Вывести отсюда формулы разложения на множители выражений an − bn

и a2n+1 + b2n+1 .

2.41. Доказать, что 12+32+52+ · · ·+(2n−1)2 = Аn3+Bn2+Cn+D
для всех натуральных n (A, B, C, D — числа) и найти коэффициенты
многочлена в правой части.

2.42. Доказать, что сумма четвертых степеней натуральных чисел от
1 до n есть многочлен от переменной n степени 5, и найти его коэффи-
циенты.

2.43. Доказать, что для любого натурального числа n единицу мож-
но представить в виде суммы n попарно различных дробей, числители
которых равны единице.
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2.44. Показать, что число

√

4 +

√

4 +
√
4 + . . .

︸ ︷︷ ︸
2005 четверок

меньше трех.

Группа Б

2.45. Дан многочлен

1− x

1!
+

x(x− 1)

2!
+ . . .+ (−1)n · x(x− 1) · . . . · (x− n+ 1)

n!
.

Доказать, что этот многочлен имеет корни 1 , 2 , . . . , n .

2.46. Доказать для любого натурального n неравенство

1

2
· 3
4
· 5
6
· . . . · 2n− 1

2n
6

1√
3n+ 1

.

2.47. Доказать неравенство

(1 + x1)(1 + x2) · . . . · (1 + xn) > 1 + x1 + x2 + . . .+ xn,

где x1, x2, . . . , xn — числа одного знака, большие −1 .

2.48. Пусть x1, x2, . . . , xn — произвольные положительные числа, при-
чем x1x2 · . . . · xn = 1 . Доказать, что x1 + x2 + . . .+ xn > n .

2.49. Доказать, что для любого натурального n число, записываемое
3n единицами, делится на 3n .

2.50. Доказать, что при любом натуральном n число abn + cn + d
делится на натуральное число m , если известно, что делятся на m числа
a+ d, (b− 1)c, ab+ c− a (a, b, c, d ∈ N ).

2.51. Доказать для любого натурального n > 1 неравенство

n! <

(
n+ 1

2

)n

.

2.52. Доказать для любого натурального n неравенство

1

1!
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

n!
< 2.
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2.53. Даны два взаимно простых натуральных числа n и m , а так-
же число 0 . Имеется калькулятор, который умеет выполнять лишь одну
операцию: вычисление среднего арифметического двух целых чисел, если
они имеют одинаковую четность. Доказать, что при помощи этого каль-
кулятора можно получить все натуральные числа от 1 до n .

2.54. (Задача о Ханойской башне). Имеется три блюдца, на первом из
них расположена стопка из n дисков, диаметр которых тем меньше, чем
выше в стопке расположен диск (Ханойская башня), остальные блюдца
пусты. За один ход разрешено взять верхний диск из любой стопки и пе-
реложить его либо на пустое блюдце, либо на верх другой стопки; при
этом запрещено класть бо́льший диск на меньший. Требуется за несколь-
ко ходов переложить все диски на третье блюдце. Доказать, что задача
разрешима, и найти минимальное число ходов, которое требуется для ее
решения.

2.55. Доказать, что n2 + 3n + 5 ни при каком натуральном числе n

не делится на 121.

2.56 ∗ . Доказать, что из любых 2n+1 натуральных чисел можно вы-
брать ровно 2n , сумма которых делится на 2n .

2.57 ∗ . Из 2n чисел 1, 2, . . . , 2n произвольно выбрали n + 1 число.
Доказать, что среди выбранных чисел найдутся хотя бы два числа, из
которых одно делится на другое.

2.58. Доказать, что при любом x > 0 и при любом натуральном n
справедливо неравенство

xn + xn−2 + xn−4 + · · ·+ 1

xn−4
+

1

xn−2
+

1

xn
> n+ 1.

2.59 ∗ . Доказать неравенство (a1, . . . , an > 0 , n ∈ N )

n
√
a1a2 . . . an 6

a1 + a2 + · · ·+ an
n

a) для степеней двойки, т.е. для n = 2k , k ∈ N ;
b) для всех натуральных n .
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2.60 ∗ . Доказать формулу бинома Ньютона (a, b ∈ R , n ∈ N )

(a+ b)n = an +
n

1!
· an−1b+

n(n− 1)

2!
· an−2b2+

+ · · ·+ n!

k!(n− k)!
· an−kbk + · · ·+ n

1!
· abn−1 + bn.

2.2. Математическая индукция в геометрии

Группа А

2.61. На плоскости даны n прямых. Доказать, что области, на кото-
рые эти прямые разбивают плоскость, можно так закрасить двумя крас-
ками, что никакие две соседние (т.е. области, соприкасающиеся по отрезку
прямой) не будут закрашены одной и той же краской.

2.62. Несколько прямых делят плоскость на части. Каждая прямая
“заштрихована” с одной стороны. Доказать, что у одной из частей все
границы заштрихованы изнутри.

2.63. Кусок бумаги можно рвать на четыре или шесть кусочков. До-
казать, что по таким правилам его можно порвать на любое количество
кусочков, большее девяти.

2.64. Из квадратной доски размера 1024×1024 вырезали произволь-
ным образом клетку. Доказать, что оставшуюся часть можно разрезать
на уголки, состоящие из трех клеток каждый.

2.65. На какое наибольшее число частей можно разрезать круглый
блин n прямолинейными разрезами?

2.66. Доказать, что для всех натуральных n > 5 квадратный торт
можно разрезать на n квадратных (не обязательно равных между собой)
кусков.

2.67. В городе n домов. Какое максимальное число непересекающихся
заборов можно построить в этом городе, если каждый забор огораживает
хотя бы один дом и никакие два забора не огораживают одну и ту же
совокупность домов?
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2.68. Доказать, что в произвольном многоугольнике с числом сторон
больше 3 существует диагональ, разбивающая его на два многоугольника.

2.69. Доказать, что произвольный многоугольник можно разбить на
конечное число треугольников.

2.70. Формула Пика. Доказать, что площадь многоугольника, вер-
шины которого лежат в узлах клетчатой бумаги, равна a + b/2− 1 , где
a — число узлов, лежащих внутри многоугольника, b — число узлов на
его сторонах.

A. Проверить формулу Пика для прямоугольника со сторонами, иду-
щими по линиям сетки.

B. Проверить формулу Пика для треугольника с катетами, идущими
по линиям сетки.

C. Доказать формулу Пика для многоугольника, составленного из двух
многоугольников, для которых формула Пика уже доказана.

D. Пусть многоугольник, для которого формула Пика уже проверена,
составлен из двух многоугольников. Доказать, что если формула Пика
выполняется для одного из этих двух многоугольников, то она выполня-
ется и для другого.

E. Доказать, что формула Пика выполняется для любого треугольника
с вершинами в узлах сетки.

F. Доказать, что любой многоугольник можно разбить диагоналями
на треугольники.

G. Доказать формулу Пика в общем случае.

2.71. Определить сумму внутренних углов произвольного многоуголь-
ника.

2.72. Дано n произвольных квадратов. Доказать, что их можно раз-
бить на части так, что из полученных частей можно сложить квадрат.

2.73. Даны два выпуклых многоугольника, причем один содержит-
ся в другом. Доказать, что периметр меньшего многоугольника меньше
периметра большего многоугольника.

2.74. На плоскости дано n окружностей. Доказать, что при любом
расположении этих окружностей образуемую ими карту можно правиль-
но раскрасить двумя красками так, чтобы соседние страны, имеющие об-
щую границу, были раскрашены в различные цвета.
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2.75. Рассмотрим какое-то конечное число полуплоскостей, заполня-
ющих всю плоскость. Доказать, что из них можно выбрать три (или мень-
ше) полуплоскости, уже заполняющих всю плоскость.

2.76. Рассмотрим какое-то конечное число полупространств, запол-
няющих все пространство. Доказать, что из них можно выбрать четыре
(или меньше) полупространства, уже заполняющих все пространство.

Группа Б

2.77. Пусть на плоскости задана сеть линий, соединяющих между со-
бой какие-то точки и не имеющих других общих точек; мы будем считать
еще, что эта сеть линий состоит “из одного куска”, т.е., что из каждой из
точек можно попасть в другую, двигаясь только вдоль линий сети (свой-
ство связности). Такую сеть линий мы будем называть картой, заданные
точки — ее вершинами, отрезки кривых между двумя смежными верши-
нами — границами карты, части плоскости, на которые она разбивается
границами (в том числе и бесконечную внешнюю область), — странами

карты. Теорема Эйлера. Обозначим число стран произвольной карты
через s , число ее границ — через l , и число вершин — через p . Тогда
s+ p = l + 2.

2.78. Доказать, что если в каждой вершине карты сходится не менее
трех границ, то найдется страна карты, имеющая не более пяти границ.

2.79. На плоскости даны пять точек. Доказать, что нельзя соединить
каждую из этих точек с каждой другой попарно непересекающимися ли-
ниями.

2.80. Теорема Эйлера для многогранников. Обозначим число
граней произвольного выпуклого многогранника через s , число его ре-
бер — через l , и число вершин — через p . Тогда s+ p = l + 2.

2.81. Доказать, что всякий многогранник имеет либо треугольную,
либо четырехугольную, либо пятиугольную грань.

2.82. Доказать, что не существует многогранника с семью ребрами.

2.83 ∗ . Теорема Хелли. Дано конечное число выпуклых фигур.
Каждые три из них пересекаются. Доказать, что все они имеют общую
точку.
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2.84 ∗ . Теорема Хелли для пространства. Дано конечное число
выпуклых тел. Каждые четыре из них пересекаются. Доказать, что все
они имеют общую точку.

2.85 ∗ . Теорема о двух красках. Для того, чтобы карту можно было
раскрасить двумя красками, необходимо и достаточно, чтобы в каждой
ее вершине сходилось четное число границ.

2.86 ∗ . Теорема о трех красках. Для того, чтобы нормальную карту
(т.е., в каждой вершине которой сходится ровно три границы) можно было
раскрасить тремя красками, необходимо и достаточно, чтобы каждая ее
страна имела четное число границ.

2.87 ∗ . Теорема о пяти красках. Любую карту можно правильно
раскрасить пятью красками.

2.88 ∗∗ . Теорема о четырех красках. Любую карту можно пра-
вильно раскрасить четырьмя красками.



Глава 3

Целые числа. Делимость. Сравнения

3.1. Делимость. Простые и составные числа. НОД и

НОК

Группа А

3.1. Пусть a ∈ Z и a+1 делится на 3. Доказать, что 4 + 7a делится
на 3.

3.2. Пусть a, b ∈ Z и 2+ a , 35− b делятся на 11. Доказать, что a+ b

делится на 11.

3.3. Пусть k, l,m ∈ Z . Доказать, что если 5k + 2l + 8m делится на
13 , то 8k + 11l + 5m также делится на 13.

3.4. Пусть k, l,m ∈ Z . Доказать, что если 3k + 7l + 10m делится на
11 , то 2k + l + 3m также делится на 11.

3.5. Пусть k, l,m ∈ Z . Доказать, что если 6k+12l+11m делится на
17 , то k + 2l −m также делится на 17.

3.6. Найти наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное
чисел:

(a) 49896 и 26460; (e) 48000 и 171;

(b) 525 и 231; (f) 15435 и 152;
(c) 527 и 136; (g) 624 и 51;

(d) 4913 и 2057; (h) 7115 и 120.
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3.7. Доказать, что произведение трех последовательных натуральных
чисел делится на 6.

3.8. Доказать, что произведение четырех последовательных натураль-
ных чисел делится на 24.

3.9. Сократить дроби:

a)
n!

(n+ 1)!− n!
; b)

(n+ 2)n!

(n+ 1)!
;

c)
(n+ 2)! + (n+ 1)!

(n+ 2)!− (n+ 1)!
; d)

(
(n+ 2)! + n!

)
(n+ 1)

(n+ 2)!(n2 + 3n+ 3)
.

3.10. Разделить a128 − b128 на произведение

(a+ b)(a2 + b2)(a4 + b4) · · · · · (a64 + b64).

3.11. Доказать, что никакое четное число, не кратное четырем, нельзя
представить как разность квадратов двух натуральных чисел.

3.12. Является ли составным число 22001 + 1 ?

3.13. Доказать, что если алгебраическое уравнение с целыми коэф-
фициентами имеет целый корень, то свободный член уравнения делится
на этот корень.

3.14. Верно ли, что три произвольных рациональных числа всегда мо-
гут рассматриваться как члены некоторой арифметической прогрессии?

3.15. Пусть n — произвольное натуральное число. Какие могут по-
лучиться остатки от деления: a) n на p (p ∈ N ); b) n2 на 2 ; c) n2

на 4 ; d) n3 на 7 ; e) n3 на 9 ?

3.16. Доказать, что квадрат нечетного числа при делении на 8 дает в
остатке 1.

3.17. Доказать, что число a3 + b3 + 4 (a, b ∈ N ) никогда не является
кубом натурального числа.

3.18. Пусть натуральные x, y, z удовлетворяют равенству x2 + y2 =

= z2 . Доказать, что хотя бы одно из этих чисел делится на 3.
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3.19. Доказать, что если сумма квадратов двух целых чисел делится
на 3, то и каждое из них делится на 3.

3.20. Пусть натуральные x, y, z удовлетворяют соотношению: сумма
x2+ y2+ z2 делится на 9. Доказать, что хотя из этих чисел всегда можно
выбрать два числа, разность которых делится на 9.

3.21. Доказать, что если каждое из двух данных чисел является сум-
мой квадратов двух чисел, то и произведение данных чисел может быть
представлено в виде суммы квадратов двух чисел.

3.22. Доказать, что трехзначное число aaa делится на 37.

3.23. Доказать, что сумма трех трехзначных чисел abc + cab + bca

делится на 3 и на 37.

3.24. Сумма двух трехзначных чисел abc и efg делится на 37. Дока-
зать, что число abcefg делится на 37.

3.25. В предположении, что X и Y являются некоторыми цифрами,
решить следующие задачи:

a) найти все числа вида 56X3Y , которые делятся на 36;
b) найти все числа вида 71X1Y , которые делятся на 45;

c) найти все числа вида 517XY , делящиеся на 6 и 9.

3.26. Доказать, что для любого натурального n также является на-
туральным число n/3 + n2/2 + n3/6 .

3.27. Доказать, что для любого нечетного натурального n делится
на 512 число n12 − n8 − n4 + 1 .

3.28. Найти все натуральные n , для которых сумма 1+2+3+ · · ·+n

при делении на 5 дает остаток 1.

3.29. Найти все натуральные числа n , для которых число n2 + 1
делится на n+ 1 .

3.30. Верно ли, что каждое нечетное целое число может быть пред-
ставлено в виде:

a) 2n− 1, n ∈ N ; b) 2n+ 7, n ∈ Z;

c) 4n+ 1 или 4n− 1, n ∈ Z; d) 2n2 + 3, n ∈ Z.
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3.31. Пусть a и b — взаимно простые натуральные числа. Доказать,
что a+ b и a также взаимно простые.

3.32. Доказать, что:
a ) если p — простое число и p > 3 , то p2 − 1 делится на 24;
b ) если a+ b+ c делится на 6, то a3 + b3 + c3 делится на 6 (a , b , c —

целые числа);
c ) если a2 + b2 делится на 7, то a2 + b2 делится на 49 (a , b — целые

числа).
d ) число n2 + 5n+ 16 ни при каком целом n не делится на 169.

3.33. Доказать, что:
a ) наименьший (отличный от 1) делитель составного числа N не пре-

восходит
√
N ;

b ) число N имеет нечетное число делителей тогда и только тогда,
когда N — точный квадрат.

3.34. Найти число делителей числа n , если:
a ) n = 1024 ;
b ) n = 210 ;
c ) n = p1

α1p2
α2 . . . pk

αk (α1 , α2 , . . . , αk — натуральные, p1 , p2, . . . , pk —
различные простые числа);

d ) n = 10! .

3.35. Пусть a, b ∈ N и 56a = 65b . Доказать, что a + b — составное
число.

3.36. Доказать, что если p и q — простые числа больше 3, то p2 − q2

делится на 24.

3.37. Показать, что сумма квадратов двух нечетных чисел не может
быть квадратом целого числа.

3.38. Может ли что сумма квадратов трех нечетных чисел быть квад-
ратом целого числа.

3.39. Может ли быть квадратом целого числа ненулевое число, состо-
ящее из

a) трехсот нулей и трехсот единиц;
b) нулей и двоек;
c) шестерок и восьмерок?
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3.40. Известно, что k является квадратом целого числа. Доказать, что
последняя цифра k равна 6 тогда и только тогда, когда предпоследняя
цифра k — нечетное число.

3.41. На какие целые можно сократить дробь (5l + 6)/(3l + 1) , где
l— целое число?

3.42. Известно, что дробь (a + b)/(a − b) сократима (a, b — целые
числа, b 6= 0 , a 6= b ). Сократима ли дробь a/b ?

3.43. Найти наибольший общий делитель чисел: a ) 263− 1 и 291− 1 ;
b ) 216− 1 и 284− 1 ; c ) 2n− 1 и 2m− 1 (n,m — различные натуральные
числа).

3.44. Доказать, что произведение n последовательных чисел делится
на n! .

3.45. Верно ли, что если число делится на 81, то сумма его цифр
также делится на 81? Верно ли обратное утверждение?

3.46. Пусть x — последняя цифра простого числа p > 3 . Доказать,
что число p+ 2(x−1)/2 составное.

3.47. Доказать, что число (n − 1)! + 1 делится на n тогда и только
тогда, когда n — простое число.

3.48. Пусть p — простое число p > 3 . Дробь
1

1
+
1

2
+ · · ·+ 1

p− 1
при-

вели к общему знаменателю. Доказать, что числитель этой дроби делится
на: a) p ; b) p2 .

3.49. У каждого марсианина три руки. Могут ли семь марсиан взяться
за руки?

3.50. Найти все натуральные числа, не представимые в виде разности
квадратов двух натуральных чисел.

3.51. p, p+ 10, p + 14 — простые числа. Найти p .

3.52. p, 2p+ 1, 4p+ 1 — простые числа. Найти p .

3.53. Найти все простые p , для которых число p2+13 также является
простым.

3.54. Известно, что p , 4p2 + 1 и 6p2 + 1 — простые числа. Найти p .
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3.55. Доказать, что любое простое число p > 3 можно представить в
виде p = 3b− 1 или p = 3b+ 1 для некоторого натурального b .

3.56. Длины сторон треугольника — простые числа. Доказать, что его
площадь не может быть простым числом.

3.57. Пусть p — простое число и p > 3 . Доказать, что число, состав-
ленное только из p единиц не делится на p .

3.58. Известно, что a , a2+2 — простые числа. Доказать, что a3+2 —
простое число.

3.59. Известно, что 2k + 1 — простое число. Доказать, что k = 2n

для некоторого натурального n .

3.60. Существует ли такое целое число, которое при зачеркивании
первой цифры уменьшается:

a ) в 57 раз; b ) в 58 раз?

3.61. Рассмотрим множество M натуральных чисел, представимых в
виде x2 + 5y2 , где x и y — некоторые целые числа.

a ) Доказать, что произведение двух чисел из M также принадлежит
M .

b ) Назовем базисным число из M , большее 1, которое не делится ни
на одно из чисел из M , кроме 1. Существуют ли числа из M , которые
можно двумя различными способами представить в виде произведения
базисных?

c ) Доказать, что базисных чисел существует бесконечно много.

3.62. Рассмотрим множество M натуральных чисел, представимых в
виде x2 + xy + y2 , где x и y — некоторые целые числа.

a ) Доказать, что произведение двух чисел из M также принадлежит
M .

b ) Назовем базисным число из M , большее 1, которое не делится ни на
одно из чисел из M . Существуют ли числа из M , которые можно двумя
различными способами представить в виде произведения базисных?

3.63. Пусть К — целое положительное число. Доказать, что в ряде
натуральных чисел имеется бесконечное множество последовательностей
M,M + 1, . . . ,M +K − 1 , не содержащих простых чисел.
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3.64. Докажите, что среди чисел вида 42 + 1 , 142 + 1 , 242 + 1 ,
342 + 1, . . . бесконечно много составных чисел.

3.65. Найти каноническое разложение числа 82798848.

3.66. Найти каноническое разложение числа 81057226635000.

3.67. Найти показатель, с которым число 5 входит в каноническое
разложение 5258!

3.68. Пусть a, b, . . . , l — целые положительные числа, a+ b+ · · ·+ l =

n . Доказать, что
n!

a! b! . . . l!
— целое.

3.69. Примем следующие обозначения: M(a, b, c) для наименьшего
общего кратного и D(a, b, c) для наибольшего общего делителя чисел a ,
b , c . Доказать:

a)M(a, b) ·D(a, b) = ab; b)
M(a, b, c)

D(a, b, c)
·D(a, b) ·D(b, c) ·D(a, c) = abc.

3.70. Доказать, что если стороны прямоугольника и его диагональ —
целые числа, то его площадь — целое число, кратное 12.

3.71. Сколькими способами можно разложить миллион в произведе-
ние трех множителей (разложения, отличающиеся порядком множителей,
считаются различными)?

3.72. Сколько существует натуральных чисел меньше тысячи, кото-
рые не делятся ни на 5, ни на 7?

3.73. Доказать, что произведение четырех последовательных целых
чисел в сумме с единицей дает полный квадрат.

3.74. Можно ли составить магический квадрат из первых 36 простых
чисел?

3.75. Доказать, что число 22
1959 − 1 делится на 3.

3.76. Числа a, b, n натуральные. Доказать, что если an + bn и a + b
одновременно делятся на n , то (an+ bn)/(a+ b) в случае, если оно целое,
также делится на n .
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3.77. Доказать, что для любого целого d найдутся такие целые m ,
n , что d = (n− 2m+ 1)(m2 − n) .

3.78. Кузнечик прыгает по прямой, причем в первый раз он прыгнул
на 1 см в какую-то сторону, во второй раз — на 2 см и так далее. Доказать,
что после 1985 прыжков он не может оказаться там, где начинал.

3.79. Улитка ползет по плоскости с постоянной скоростью, каждые
15 минут поворачивая под прямым углом. Доказать, что вернуться в ис-
ходную точку она сможет только через целое число часов.

3.80. Три кузнечика играют на прямой в чехарду. Каждый раз один
из них прыгает через другого (но не через двух сразу!). Могут ли они
после 1991 прыжка оказаться на прежних местах?

3.81. В числовом треугольнике

1

1 1 1
1 2 3 2 1

1 3 6 7 6 3 1
. . . . . . . . . . . .

каждое число равно сумме чисел, расположенных в предыдущей строке
над этим числом и над его соседями справа и слева (отсутствующие числа
считаются равными нулю). Доказать, что в каждой строке, начиная с
третьей, найдется четное число.

3.82. Доказать, что наибольший общий делитель суммы двух чисел и
их наименьшего общего кратного равен наибольшему общему делителю
самих чисел.

3.83. Пусть α — вещественное, c — целое, c > 0 . Доказать, что
[
[α]

c

]

=
[α

c

]

.

3.84. Пусть α , β , . . . , λ — вещественные числа. Доказать, что

[α+ β + · · ·+ λ] > [α] + [β] + · · ·+ [λ].

3.85. Найти все такие числа a , что все числа [a], [2a], . . . , [Na] раз-
личны между собой и все числа [1/a], [2/a], . . . , [N/a] также различны
между собой (натуральное N фиксировано).
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3.86. Последовательность натуральных чисел {xn} строится следу-
ющим образом: x1 = 2, xn+1 = [1, 5xn] . Доказать, что в этой последова-
тельности бесконечно много: a ) нечетных чисел; b ) четных чисел.

3.87. Последовательность натуральных чисел {xn} строится следую-
щим образом: x1 = 2, xn+1 = [1, 5xn] . Доказать, что последовательность
{yn} , где yn = (−1)xn , непериодична.

3.88. Для всех натуральных n доказать равенство [
√
n +

√
n+ 1] =

= [
√
4n+ 2] .

3.89. Найти все двузначные числа, сумма цифр которых не меняется
при умножении числа на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

3.90. Из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 составляются всевозможные семизнач-
ные числа, в записи которых каждая из этих цифр встречается ровно
один раз. Доказать, что сумма всех таких чисел делится на 9.

3.91. Найти наименьшее натуральное число, которое при делении на
5, 6, 7, дает в остатке соответственно 2, 3, 4.

3.92. Найти наименьшее натуральное число, которое при делении на
2, 3, 4, 5, 6 дает в остатке соответственно 1, 2, 3, 4, 5.

3.93. Имеется замкнутая самопересекающаяся ломаная. Известно, что
она пересекает каждое свое звено ровно один раз. Доказать, что число
звеньев четно.

3.94. Доказать, что сумма цифр числа, являющегося точным квадра-
том, не может равняться 5.

3.95. Доказать, что число 4 . . . 4
︸ ︷︷ ︸

n

8 . . . 8
︸ ︷︷ ︸
n−1

9 является точным квадратом.

3.96. Доказать, что число 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
49

5 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
99

1 не является точным ку-

бом.

3.97. Доказать, что число n4+2n3+2n2+1 ни при каком натуральном
n не является точным квадратом.

3.98. Даны два последовательных простых числа больше 10. Дока-
зать, что их сумма разлагается по крайней мере в произведение трех от-
личных от единицы натуральных чисел.
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3.99. Рассмотрим все рациональные числа между нулем и единицей,
знаменатели которых не превосходят n . Расположим их в порядке воз-
растания. Пусть a/b и c/d — какие-то два соседних числа (дроби несо-
кратимы). Доказать, что |bc− ad| = 1 .

3.100. Дано некоторое 1000-значное число А. Про него известно, что
любые его 10 идущих подряд цифр образуют число, кратное 210 . Дока-
зать, что число А делится на 21000 .

3.101. Назовем автобусный билет счастливым, если сумма цифр его
номера делится на 7. Могут ли два билета подряд быть счастливыми?

3.102. Квадрат натурального числа равен произведению четырех по-
следовательных нечетных чисел. Найти это число.

3.103. В магазине было 6 ящиков массой 15кг, 16кг, 18кг, 19кг, 20кг,
31кг. Двое взяли пять ящиков, причем один взял по массе ровно в два
раза больше, чем другой. Какой ящик остался?

3.104. Доказать, что все числа 10001 , 100010001 , 1000100010001 , и
т.д. являются составными.

3.105. Доказать, что если p и q — два простых числа, причем q =
= p+ 2 , то pq + qp делится на p+ q .

3.106. Число p простое. Дано p + 1 различных натуральных чисел.
Доказать, что среди них найдется пара таких чисел, что большее из этих
чисел, деленное на их наибольший общий делитель, не меньше p+ 1 .

3.107. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чисел
n , для которых число 4n2 + 1 делится одновременно на 5 и на 13.

3.108. Доказать, что для любого натурального n делится на 19 число
52n−1 · 2n+1 + 3n+1 · 22n−1 .

3.109. Доказать, что если k — нечетное число, а n — натуральное,
то число k2

n − 1 делится на 2n+2 .

3.110. Доказать, что если k — нечетное число, а n — натуральное,
то число 1k + 2k + · · ·+ nk делится на 1 + 2 + · · ·+ n .

3.111. Найти все нечетные числа n , такие, что n|(3n + 1) .

3.112. Доказать, что для нечетных n имеем n|(2n! − 1) .
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3.113. Докажите, что среди чисел вида 2n + n2 бесконечно много
чисел, делящихся на 10 (n ∈ N ).

3.114. Найти все натуральные k , для которых число 4k+k4 является
простым числом.

3.115. Натуральное число n таково, что числа 2n + 1 и 3n + 1 яв-
ляются полными квадратами. Может ли число 5n+ 3 быть простым?

3.116. Найдите все натуральные числа n , для которых число 28 +
+211 + 2n является точным квадратом.

3.117. Доказать, что числа 2k + 1 и 9k + 4 взаимно простые при
любых целых значениях k .

3.118. Доказать, что для каждого натурального числа s существует
натуральное число n с суммой цифр s (в десятичной системе счисления),
делящееся на s .

3.119. Назовем шестизначное число счастливым, если сумма его пер-
вых трех цифр равна сумме последних трех цифр. Доказать, что сумма
всех счастливых чисел делится на 13.

3.120. Доказать, что числа от 1 до 2001 включительно нельзя записать
подряд в некотором порядке так, чтобы полученное число было точным
кубом.

3.121. Число x таково, что x2 заканчивается на 001 (в десятичной
системе счисления). Найти три последние цифры числа x (указать все
возможные варианты).

3.122. Дан многочлен f(x) с целыми коэффициентами. Если в него
вместо переменной подставить 2 или 3, то получаются числа, делящиеся
на 6. Доказать, что f(5) также делится на 6.

3.123. Доказать, что в трехзначном числе, делящемся на 37, всегда
можно переставить цифры так, что новое число также будет делится на
37.

Группа Б

3.124. Доказать бесконечность количества простых чисел вида 4m+3

(m ∈ N ).
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3.125. Доказать бесконечность количества простых чисел вида 6m+5

(m ∈ N ).

3.126. Доказать, что:
a ) каждое натуральное число имеет натуральные делители вида

4k + 1 не меньше, чем вида 4k + 3 ;
b ) существует бесконечно много натуральных чисел, имеющих нату-

ральные делители вида 4k + 1 столько же, что и вида 4k + 3 ;
c ) существует бесконечно много натуральных чисел, имеющих нату-

ральные делители вида 4k + 1 больше, чем вида 4k + 3 .

3.127. Функция Эйлера ϕ(n) — это число натуральных чисел мень-
ше n и взаимно простых с n (n — натуральное). Найти значение этой
функции от простого числа.

3.128. Доказать, что функция Эйлера ϕ(n) мультипликативна для
взаимно простых множителей (т.е. если НОД(a, b) = 1 , то выполняется
равенство ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) ).

3.129. Доказать, что если каноническое представление числа n имеет
вид n = pk11 · . . . · pkll , то

ϕ(n) =
(

pk11 − pk1−1
1

)

· . . . ·
(

pkll − pkl−1
l

)

.

3.130. Найти ϕ(5040) , ϕ(1294700) .

3.131. Решить уравнения
a) ϕ(x) = 2 ; b) ϕ(x) = 8 ; c) ϕ(x) = 12 ; d) ϕ(x) = 14 .

3.132. По какому модулю числа 1 и 5 составляют приведенную систе-
му вычетов?

3.133. Решить уравнения
a) ϕ(x) = x/2 ; b) ϕ(x) = x/3 ; c) ϕ(x) = x/4 .

3.134. Для каких n ∈ N возможны равенства
a) ϕ(n) = n− 1 ; b) ϕ(2n) = 2ϕ(n) ; c) ϕ(nk) = nk−1ϕ(n) ?

3.135. Решить уравнения
a) ϕ(5x) = 100 ; b) ϕ(7x) = 294 ; c) ϕ(3x · 5y) = 600 .

3.136. Может ли n! оканчиваться ровно на 5 нулей?
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3.137. Вася написал на доске пример на умножение двух двузначных
чисел, а затем заменил в нем все цифры на буквы, причем одинаковые
цифры — на одинаковы буквы, а разные — на разные. В итоге у него
получилось АБ × ВГ = ДДЕЕ. Доказать, что он где-то ошибся.

3.138. Может ли число, записываемое при помощи 100 нулей, 100
единиц, и 100 двоек, быть точным квадратом?

3.139. Сколькими способами можно представить число n в виде сум-
мы трех натуральных чисел?

3.140. Доказать, что среди любых n натуральных чисел, не делящих-
ся на n , есть несколько чисел, сумма которых делится на n .

3.141. Доказать, что среди любых десяти последовательных нату-
ральных чисел найдется число, взаимно простое с остальными.

3.142. Из чисел 1, 2, . . . , 200 выбрано 101 число. Доказать, что среди
выбранных чисел найдется пара таких, что одно из них делится на другое.

3.143. Из чисел 1, 2, . . . , 200 выбрали число, меньшее 16, и еще 99
чисел. Доказать, что среди выбранных чисел найдется пара таких, что
одно из них делится на другое.

3.144. Доказать, что если квадрат числа начинается с 0, 99 . . .9 (100
девяток), то и само число начинается с 0, 99 . . .9 (не менее чем 100 девя-
ток).

3.145. Найти первые шестьдесят десятичных знаков числа
√

0, 99 . . .9 (60 девяток).

3.146. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чи-
сел, не представимых в виде p+n2k ни при каких простых p и натураль-
ных n и k .

3.147. Пусть a, b, p — любые натуральные числа. Доказать, что най-
дутся такие взаимно простые числа k, l , что ak + bl делится на p .

3.148. Доказать, что если с является наибольшим общим делителем
натуральных а и b , то найдутся такие целые числа x и y , что c =

ax + by .
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3.149. Доказать, что если с — наименьшее из тех натуральных чисел,
которые представимы в виде c = ax + by , где x и y — целые числа, то
с — наибольший общий делитель натуральных а и b .

3.150. Какое наибольшее количество чисел можно выбрать из набора
1 , 2 , . . . , 1963 , чтобы сумма двух любых выбранных чисел делилась на
26?

3.151. Найти все такие натуральные числа n , что (n−1)! не делится
на n2 .

3.152. Известно, что при любом целом k 6= 27 число a− k3 делится
без остатка на 27− k . Найти a .

3.153. Доказать, что те натуральные n , для которых число nn + 1
делится на 30, образуют арифметическую прогрессию. Найти ее.

3.154. Обозначим через d(N) число делителей N . Найти все такие
N , что N

d(N)
= p — простое число (числа 1 и N также считаются дели-

телями).

3.155. Можно ли расставить на окружности числа 1, 2, . . . , 12 так,
чтобы разность между двумя рядом стоящими числами была 3, 4 или 5?

3.156. Найти все натуральные числа n , для которых число n · 2n+1
кратно трем.

3.157. Целые числа x, y, z удовлетворяют уравнению

(x− y)(x− z)(z − x) = x+ y + z.

Доказать, что x+ y + z делится на 27.

3.158. Дана правильная несократимая дробь p/q . Доказать, что из
равенства a/q + p/q = 1 следует, что a/q — несократимая дробь.

3.159. Верно ли, что из 100 произвольных целых чисел можно выбрать
a) 15; b) 16 таких, у которых разность любых двух делится на 7?

3.160. Найти три таких простых числа, чтобы их сумма была в 5 раз
меньше их произведения.

3.161. Некоторое натуральное число n > 7 обладает тем свойством,
что все натуральные числа, меньшие и взаимно простые с ним, образу-
ют арифметическую прогрессию. Доказать, что число n — или степень
двойки, или простое.
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3.162. Доказать, что среди чисел, которые можно представить мно-
гочленом a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an , где n > 0 , a0 , a1 , . . . , an — целые и

a0 > 0 , имеется бесконечно много составных.

3.163. Пусть n — целое. Доказать, что коэффициенты разложения
бинома Ньютона (a + b)n будут нечетными тогда и только тогда, когда
n имеет вид 2k − 1 .

3.164. Доказать, что при любом целом k числа 2k + 1 и 9k + 4
являются взаимно простыми, а для чисел 2k − 1 и 9k + 4 найти их
наибольший общий делитель в зависимости от целого числа k .

3.165. Доказать, что каждое натуральное число n > 17 является
суммой трех натуральных попарно взаимно простых чисел больше 1 и
что число 17 этим свойством не обладает.

3.166. Доказать, что из последовательности Фибоначчи (определяе-
мой условием u1 = u2 = 1, un+2 = un+1 + un для n ∈ N ) можно извлечь
бесконечную возрастающую последовательность с попарно взаимно про-
стыми членами.

3.167. Найти необходимое и достаточное условие того, чтобы ариф-
метическая прогрессия ak + b (k ∈ N) , где a и b натуральные числа,
содержала бесконечно много членов, являющихся квадратами целых чи-
сел.

3.168. Доказать, что не существует бесконечной арифметической про-
грессии, составленной из различных натуральных чисел, каждый член
которой являлся бы степенью натурального числа с натуральным пока-
зателем больше 1 .

3.169. Доказать, что не существует четырех последовательных нату-
ральных чисел, каждое из которых являлось бы степенью натурального
числа с натуральным показателем больше 1 .

3.170. Доказать, что в любой возрастающей арифметической прогрес-
сии, членами которой являются натуральные числа, существует отрезок
произвольной длины, состоящий только из составных чисел.

3.171. Доказать, что если a и b — натуральные взаимно простые чис-
ла, то для каждого натурального числа m в арифметической прогрессии



3.1. Делимость. Простые и составные числа. НОД и НОК 43

ak + b (k ∈ N) существует бесконечно много членов, взаимно простых с
m .

3.172. Найти возрастающую арифметическую прогрессию с наимень-
шей разностью, состоящую из натуральных чисел и не содержащую ни
одного числа последовательности Фибоначчи.

3.173. Доказать, что если a и b — натуральные взаимно простые
числа, то в арифметической прогрессии ak + b существует бесконечно
много членов, попарно взаимно простых.

3.174 ∗ . Доказать, что если a и b — натуральные взаимно простые
числа, то в арифметической прогрессии ak + b существует бесконечно
много простых чисел (теорема Дирихле).

3.175 ∗ . Обозначим через Σn сумму первых n простых чисел. Дока-
зать, что между числами Σn и Σn+1 расположен полный квадрат.

3.176 ∗ . Доказать, что между n и 2n (n ∈ N ) расположено простое
число.

3.177 ∗ . Доказать, что если p/q — несократимая рациональная дробь,
являющаяся корнем многочлена f(x) = anx

n+an−1x
n−1+· · ·+a0 с целыми

коэффициентами, то p− kq есть делитель числа f(k) при любом целом
k (при условии, что p− kq 6= 0 ).

3.178. Доказать, что:

a ) среди каждых трех последовательных натуральных чисел больше
7 по крайней мере одно имеет хотя бы два различных простых делителя;

b ) из каждых 24 последовательных натуральных чисел больше 5 по
крайней мере одно имеет хотя бы три различных простых делителя.

3.179. Доказать, что не существует многочлена f(x) с целыми коэф-
фициентами, такого, что f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 5 , но для каждого
числа k > 1 существует многочлен f(x) с рациональными коэффициен-
тами, такой, что f(k) = pk для k ∈ N , где pk — k -е по порядку простое
число.

3.180. Пусть положительные α и β таковы, что

[αx]; x = 1, 2, . . . ; [βy]; y = 1, 2, . . .
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образуют все числа натурального ряда без повторений. Доказать, что это
имеет место тогда и только тогда, когда α — иррациональное число, при-
чем

1

α
+

1

β
= 1.
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3.2. Сравнения

Группа А

3.181. Сравнимы ли числа:
a ) 2142 и 47 по модулю 3, 5, 7?
b ) 512 и 117 по модулю 7?
c ) 2839712 и 2937815 по модулю 2311 ?
d ) 23271698 и 3711168 по модулю 5?
e ) 1719138721 и 3132(115 + 1) по модулю 11?

3.182. Доказать, что число 241 − 5 является составным.

3.183. Доказать, что число 19 · 8n + 17 является составным.

3.184. Делится ли число:
a ) 3132 − 1 на 10?
b ) 7162 − 4 на 5?
c ) 250 + 1 на 125?
d ) 248 − 1 на 105?
e ) (11991 + 21991 + · · ·+ 301991) на 31?
f ) (37n+2 + 16n+1 + 23n) на 7?
g )
(
13 · (−50)n + 17 · 40n − 30

)
на 1989?

h ) (114 + 314 + 714 + 914) на 10?
i ) (12001 + 22001 + · · ·+ 122001) на 14?

3.185. Найти остаток от деления:
a ) 1712147 на 52;
b ) 1261020 на 138;
c ) 21991 + 1 на 17;
d ) 320 + 1155 на 13;
e ) (12 + 1)(22 + 1)(32 + 1) · . . . · (10002 + 1) на 3.

3.186. Известно, что n,m ∈ N . Доказать, что если n2 +m2 делится
на 3, то оно делится и на 9.

3.187. На островах Туамоту число депутатов, избираемых в верхнюю
палату парламента, равно n1 , а в нижнюю палату — n2 . По традиции
они должны быть связаны соотношением

n2
1 + n2

2 = M,
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где M — год проведения выборов. Доказать, что в 2004 году выборы не
проводились.

3.188. Имеется 100 камней. Два игрока берут по очереди от 1 до 5
камней. Проигрывает тот, кто берет последний камень. Определите вы-
игрышную стратегию первого игрока.

3.189. Доказать, что 3099 + 61100 делится на 31.

3.190. Доказать, что 43101 + 23101 делится на 66.

3.191. Доказать, что 3105 + 4105 делится на 181.

3.192. Доказать, что 3105 + 4105 делится на 49.

3.193. Доказать, что an + bn делится на a + b , если n — нечетное
число (a, b ∈ Z ).

3.194. Доказать, что 1n+2n+ · · ·+(n− 1)n делится на n при любом
нечетном n .

3.195. Доказать, что для всех натуральных n число 162n+1+(2n+1)16

делится на 17 в том и только в том случае, когда 2n + 1 не делится на
17.

3.196. Доказать, что если a ≡ b (mod m) и a ≡ b (mod n) , то a ≡ b
(mod НОК(m, n)) .

3.197. В предположении, что a ≡ b (mod n) , ответить на следующие
вопросы:

a) если натуральное k делит одновременно и a , и b , то является ли
это число делителем n ?

b) если натуральное k делит одновременно и a , и n , то является ли
это число делителем b ?

3.198. Известно, что натуральное число n дает остатки 1 и 33 при
делении соответственно на 3 и на 37. Какой остаток дает это число при
делении на 111?

3.199. Доказать, что существует бесконечно много натуральных чи-
сел, не представимых в виде суммы трех точных кубов.

3.200. Доказать, что ни одно из чисел вида 103n+1 (n ∈ N ) нельзя
представить в виде суммы двух кубов натуральных чисел.
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3.201. Доказать, что среди 51 целого числа найдутся два, квадраты
которых дают одинаковые остатки при делении на 100.

3.202. Назовем натуральное число n удобным, если n2 + 1 делится
на 1000001. Доказать, что среди чисел 1, 2, . . . , 1000000 четное число
удобных.

3.203. Может ли квадрат некоторого натурального числа оканчивать-
ся на 2?

3.204. Можно ли, используя только цифры 2, 3, 7, 8 (возможно, по
несколько раз), составить квадрат натурального числа?

3.205. Доказать, что квадрат целого числа не может оканчиваться че-
тырьмя одинаковыми цифрами, отличными от 0. Какими тремя цифрами
может оканчиваться целое число, квадрат которого оканчивается тремя
одинаковыми цифрами, отличными от 0?

3.206. Доказать, что если две последние цифры целого числа нечетны,
то это число не может быть точным квадратом.

3.207. Шестизначное число делится на 7. Его первую цифру стерли,
а затем записали ее позади последней цифры. Доказать, что новое число
также делится на 7.

3.208. При каких натуральных n число an = 5n2 + 10n+ 8 делится
на 3? А при каких на 4?

3.209. Существует ли такое натуральное число n , что n2 + n + 1
делится на 1955?

3.210. Пусть n — натуральное число, такое, что n+1 делится на 24.
Доказать, что сумма всех натуральных делителей n делится на 24.

3.211. Последовательность a1 , a2 , a3 . . . натуральных чисел такова,
что an+2 = an+1an + 1 при всех n .

a ) Пусть a1 = a2 = 1 . Доказать, что ни один из членов последова-
тельности не делится на 4.

b ) Доказать, что an − 22 — составное число при любом n > 10 .

3.212. Найти остаток от деления на 7 числа

1010 + 1010
2

+ 1010
3

+ · · ·+ 1010
10

.
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3.213. Найти остатки от деления
a ) 1989 · 1990 · 1991 + 19922 на 7;
b ) 9100 на 8.

3.214. Натуральное число при делении на 8 дает в остатке 7. Доказать,
что куб этого числа при делении на 8 дает тот же остаток.

3.215. Натуральное число при делении на 5 дает в остатке 4. Доказать,
что сумма куба этого числа и его квадрата делится на 5.

3.216. Некоторое натуральное число при делении на 7 дает в остатке
2, а другое при делении на 7 дает в остатке 3. Доказать, что сумма кубов
этих чисел делится на 7.

3.217. Натуральное число при делении на 4 дает в остатке 3. Доказать,
что сумма куба и квадрата этого числа должно делиться на 4.

3.218. Доказать, что четырехзначное число aabb делится на 11.

3.219. Доказать, что n3 + 2n делится на 3 для любого n ∈ N .

3.220. Доказать, что n5 + 4n делится на 5 для любого n ∈ N .

3.221. Доказать, что n2 + 1 не делится на 3 ни при каком n ∈ N .

3.222. Доказать, что n3 + 2 не делится на 9 ни при каком n ∈ N .

3.223. Доказать, что n3 − n делится на 24 при любом нечетном n .

3.224. Доказать, что 2n3 − 3n2 + n делится на 6 при любом n ∈ N .

3.225. Доказать, что n3 + 11n делится на 6 при любом n ∈ N .

3.226. Доказать, что n4 + 6n3 + 11n2 + 6n делится на 24 при любом
числе n ∈ N .

3.227. Доказать, что n5− 5n3+4n делится на 120 при любом n ∈ N .

3.228. Доказать, что n6 − n2 делится на 60 при любом числе n ∈ N .

3.229. Доказать, что n5−125n3+4n делится на 120 при любом n ∈ N .

3.230. Доказать, что n4 + 2n3 + 3n2 + 2n делится на 8 при любом
числе n ∈ N .

3.231. Доказать, что квадрат любого простого числа p > 3 при деле-
нии на 12 дает в остатке 1.
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3.232. Найти четырехзначное число, которое при делении на 131 дает
в остатке 112, а при делении на 132 дает в остатке 98.

3.233. Какие остатки от деления могут давать точные квадраты при
делении на 3, на 4?

3.234. Может ли дискриминант квадратного уравнения с целыми ко-
эффициентами равняться 23?

3.235. Длины всех сторон прямоугольного треугольника — целые чис-
ла. Могут ли длины катетов быть нечетными числами?

3.236. В десятичной записи 12-значного числа N цифры 2 и 9 встре-
чаются по 2 раза, а остальные — по одному разу. Может ли N быть
точным квадратом?

3.237. Доказать признаки делимости на 5, 3, 9.

3.238. Пусть A — сумма цифр числа 44444444 , а B — сумма цифр
числа A . Найти сумму цифр числа B .

3.239. Пусть a, b, c, d — различные цифры. Доказать, что cdcdcdcd
не делится на aabb .

3.240. Сумма двух цифр a и b делится на 7. Доказать, что число
aba также делится на 7.

3.241. Натуральные числа x, y, z таковы, что x2+y2 = z2 . Доказать,
что хотя бы одно из этих чисел делится на 3.

3.242. a и b — натуральные числа, причем число a2 + b2 делится на
21. Доказать, что оно делится и на 441.

3.243. Три простых числа p, q и r , каждое из которых больше 3,
образуют арифметическую прогрессию p = p, q = p + d, r = p + 2d .
Доказать, что d делится на 6.

3.244. Доказать, что сумма квадратов натуральных чисел, если ее
уменьшить на 7, не делится на 8.

3.245. Сумма трех натуральных чисел, являющихся точными квад-
ратами, делится на 9. Доказать, что из них можно выбрать два, разность
которых также делится на 9.

3.246. Найти остаток от деления 2100 на 3.
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3.247. Найти остаток от деления 31989 на 7.

3.248. Доказать, что 22225555 + 55552222 делится на 7.

3.249. Доказать, что:
a ) 1969 + 6969 делится на 44 ;
b ) 3105 + 4105 делится на 181 и на 49 ;
c ) 260 + 730 делится на 13 ;
d ) (32995 + 6)18 − 1 делится на 112 ;
e ) 2015 − 1 делится на 11 · 31 · 61 .

3.250. Найти последнюю цифру числа 77
7
.

3.251. Доказать, что не существует таких натуральных чисел a и b ,
при которых a2 − 3b2 = 8 .

3.252. Может ли сумма квадратов трех нечетных чисел быть квадра-
том целого числа?

3.253. Может ли сумма квадратов пяти последовательных натураль-
ных чисел являться точным квадратом?

3.254. Доказать, что число 6n3 + 3 не является шестой степенью
целого числа ни при каком натуральном n .

3.255. Доказать, что число a3+b3+4 не является кубом целого числа
ни при каких натуральных a и b .

3.256. Доказать, что число 3n + 5n не является точным квадратом
ни при каком натуральном n .

3.257. x, y, z — натуральные числа, причем x2 + y2 = z2 . Доказать,
что xy делится на 12.

3.258. Про семь натуральных чисел известно, что сумма любых шести
из них делится на 5. Доказать, что каждое из данных чисел делится на
5.

3.259. Доказать, что сумма n последовательных нечетных натураль-
ных чисел при n > 1 является составным числом.

3.260. Найти наименьшее число, дающее следующие остатки: 1 — при
делении на 2, 2 — при делении на 3, 3 — при делении на 4, 4 — при делении
на 5, 5 — при делении на 6.
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3.261. Найти остаток от деления 2100 на 101.

3.262. Найти остаток от деления 3102 на 101.

3.263. Найти остаток от деления 7402 на 101.

3.264. Найти остаток от деления 8900 на 29.

3.265. Найти остаток от деления 3200 + 7200 на 101.

3.266. Доказать, что 2003000 − 1 делится на 1001.

3.267. Доказать, что 3003000 − 1 делится на 1001.

3.268. Доказать, что 7120 − 1 делится на 143.

3.269. Доказать, что 7312 − 1 делится на 105.

3.270. Доказать, что 13176 − 1 делится на 89.

3.271. Доказать, что 5260 − 1 делится на 385.

3.272. Доказать, что 118 + 218 + · · ·+ 618 + 1 делится на 7.

3.273. Доказать, что 3100 − 360 − 340 + 1 делится на 77.

3.274. Доказать, что число 30239 + 23930 — составное.

3.275. Какой остаток при делении на 100 дает число 19992001 ?

3.276. Пусть p — простое число. Доказать, что (a + b)p ≡ ap + bp

(mod p) для любых целых a и b .

3.277. Сумма трех чисел a, b и c делится на 30 (a, b, c ∈ Z ). Доказать,
что число a5 + b5 + c5 также делится на 30.

3.278. Пусть p и q — различные простые числа. Доказать, что
a ) pq + qp ≡ p+ q (mod pq) ;

b )
[

(pq + qp)/pq
]

— четное число, если p, q 6= 2 .

3.279. Пусть p — простое число, и a не делится на p . Доказать, что
число (p− 1)a + ap−1 делится на p .

3.280. Пусть p — простое число, и a не делится на p . Доказать, что
найдется натуральное число b , для которого ab ≡ 1 (mod p) .

3.281. (Теорема Вильсона). Доказать, что p — простое число тогда и
только тогда, когда (p− 1)! ≡ −1 (mod p) .
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3.282. (Теорема Лейбница). Доказать, что p — простое число тогда
и только тогда, когда (p− 2)! ≡ 1 (mod p) .

3.283. (Теорема Клемента). Доказать, что натуральные числа p и
p+2 являются простыми числами-близнецами тогда и только тогда, когда
4
(
(p− 1)! + 1

)
+ p ≡ 0 (mod p2 + p) .

3.284. Пусть n — натуральное число, не кратное 17. Доказать, что
либо n8 + 1 , либо n8 − 1 делится на 17.

3.285. Пусть p — простое число, отличное от 3. Доказать, что число
111 . . . 11 (p единиц) не делится на p .

3.286. Пусть p > 5 — простое число. Доказать, что число 111 . . . 11
(p− 1 единиц) делится на p .

3.287. Пусть p > 2 — простое число. Доказать, что число 7p− 5p− 2
делится на 6p .

Группа Б

3.288. Дана последовательность Фибоначчи 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . . Най-
дется ли среди ее первых 100000001 членов число, оканчивающееся че-
тырьмя нулями?

3.289. Имеется натуральное число n > 1970 . Возьмем остатки от
деления числа 2n на 2, 3, 4, . . . , n . Доказать, что сумма этих остатков
больше 2n .

3.290. В десятичной записи числа 300 единиц и несколько нулей
(остальных цифр нет). Может ли это число быть точным квадратом?

3.291. 1987-значное число a делится на 9. Сумма цифр числа a —
число b ,сумма цифр числа b — число c , сумма цифр числа c — число
d . Найти d .

3.292. Найти две последние цифры числа 31993 .

3.293. Найти две последние цифры числа 151994 .

3.294. Найти две последние цифры числа 243402 .

3.295. Найти две последние цифры числа 242 .
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3.296. Найти две последние цифры числа 182002 .

3.297. Какие остатки при делении на 125 может давать число n100 ,
где n ∈ N ?

3.298. Известно, что (n, 10) = 1 . Доказать, что n101 имеет три по-
следние цифры такие же, как и n .

3.299. (Числа Кармайкла) Докажите, что для составного числа 561
справедлив аналог малой теоремы Ферма: если (a, 561) = 1 , то выполня-
ется сравнение a560 ≡ 1 (mod 561) . Числа, обладающие этим свойством,
называются числами Кармайкла.

3.300. Имеется три ящика камней: в первом — 1989, во втором — 989,
в третьем — 89 камней. Одним ходом разрешается: а) убрать из всех трех
ящиков по одному камню, если во всех трех ящиках есть камни; б) из
какого-либо ящика (с четным числом камней) половину камней перело-
жить в любой другой ящик. Можно ли сделать так, чтобы во всех ящиках
не осталось ни одного камня?

3.301. Имеется семь стаканов, перевернутых донышком вверх. Одним
ходом разрешается перевернуть любые четыре. Можно ли сделать так,
чтобы все стаканы стояли донышком вниз?

3.302. Известно, что (a,m) = 1 и a > 1 . Доказать, что найдется
такое натуральное число n , что 1 + a+ a2 + · · ·+ an ≡ 0 (mod m) .

3.303. Найти все простые p , для которых 2p + 1 делится на p .

3.304. Найти все натуральные n , для которых (n−1)!+1 не делится
на n2 .

3.305. Известно, что (q, 10) = 1 и дробь p/q представима в виде
бесконечной десятичной периодической дроби с наименьшим периодом
n . Доказать, что n делит ϕ(q) .

3.306. Доказать, что если f(x) — многочлен степени > 1 с целы-
ми коэффициентами, то сравнение f(x) ≡ 0 (mod p)) разрешимо для
бесконечного числа простых p .

3.307. Доказать, что сравнение 6x2+5x+1 ≡ 0(mod m) имеет реше-
ние для каждого натурального модуля m , несмотря на то, что уравнение
6x2 + 5x+ 1 = 0 не имеет решения в целых числах.
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Уравнения в целых числах

Группа А

Решить в целых числах уравнения (4.1 – 4.36):

4.1. 13x− 7y = 6. 4.2. 27x− 9y = 15.

4.3. 3x+ 5y = 7. 4.4. 1990x− 173y = 11.

4.5. 3x− 12y = 7. 4.6. 21x+ 48y = 6.

4.7. 2x+ 3y + 5z = 11. 4.8. (2x+ y)(5x+ 3y) = 7.

4.9. xy = x+ y + 3. 4.10. x2 = 14 + y2.

4.11. 3x2 + 4xy − 7y2 = 13. 4.12. 2x2 − 2xy + 9x+ y = 2.

4.13. x3 + 7y = y3 + 7x. 4.14. x2 − 3xy + 2y2 = 3.

4.15. 2x − 1 = y2. 4.16. 2x + 1 = y2.

4.17. 2x − 15 = y2. 4.18. 3x + 7 = 2y.

4.19. 3 · 2x + 1 = y2. 4.20. (x+ 2)4 − x4 = y3.

4.21. x2 − y2 = 91. 4.22. x2 + y2 = x+ y + 2.

4.23. x2 − 7y = 10. 4.24. x3 + 21y2 + 5 = 0.

4.25. 15x2 − 7y2 = 9. 4.26. x2 − y2 = 1988.

4.27. x2 + 5y2 = 20z + 2. 4.28. x2 + 9y2 = 3z + 2.
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4.29. x3 + 3 = 4y(y + 1). 4.30. x2 + y2 = z2.

4.31. x4
1 + · · ·+ x4

14 = 1599. 4.32. x2 + y2 = 3z2.

4.33. y2 = 5x2 + 6. 4.34. 7x2 + 11 = 15y2.

4.35. 2x2 − 2xy + 9x+ y = 2. 4.36. x2 − 5y2 = 1.

Решить в натуральных числах уравнения (4.37 – 4.40):

4.37. x! + y! = (x+ y)! . 4.38. 1! + 2! + 3! + · · ·+ x! = y2.

4.39. x2 − y2 = 31. 4.40. x2 + y2 = 303.

4.41. Решить в натуральных числах уравнение

1

a
+

1

b
+

1

c
= 1.

4.42. Решить в натуральных числах уравнение xy = yx .

4.43. Решить в простых числах уравнение 2x−1 + y2 = z2 .

4.44. Даны две арифметические прогрессии: an = 3 + 2(n − 1) и
bm = 2 + 3(m − 1) , n,m ∈ N . Найти сумму первых семи общих членов
этих прогрессий.

4.45. Даны две арифметические прогрессии: an = 11 + 6(n − 1) и
bm = 3 + 5(m − 1) , n,m ∈ N . Найти сумму первых двадцати общих
членов этих прогрессий.

4.46. Найти все целые x, y, z , для которых одновременно выполняет-
ся: 3x+ 5y − 7z = 1 и 4x+ 9y + 11z = 2 .

4.47. Найти все пары целых чисел x, y , при которых является верным
равенство x3 − 6x2 − xy + 13x+ 3y + 7 = 0 .

4.48. Найти все пары целых чисел x, y , при которых является верным
равенство x3 − xy − 7x+ 2y + 23 = 0 .

4.49. Найти все пары целых чисел x, y , при которых является верным
равенство x3 − x2 − xy − 17x− 3y + 8 = 0 .

4.50. Найти все пары целых чисел x, y , при которых является верным
равенство x3 − 3x2 − xy − 8x− 2y + 27 = 0 .
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4.51. Найти все пары целых чисел x, y , при которых является верным
равенство −3xy − 10x+ 13y + 35 = 0 .

4.52. Найти все пары целых чисел x, y , при которых является верным
равенство 3xy + 19x+ 10y + 55 = 0 .

Группа Б

4.53. Доказать, что равенство x2 + y2 + z2 = 2xyz для целых чисел
x, y, z возможно только при x = y = z = 0 .

4.54. Найти такие целые числа x, y, z, u , при которых

x2 + y2 + z2 + u2 = 2xyzu.

4.55. Доказать, что уравнение 1/x − 1/y = 1/n имеет единственное
решение в натуральных числах тогда и только тогда, когда n — простое
число.

4.56. Доказать, что уравнение x2 − 2y2 − 1 = 0 имеет бесконечно
много решений в целых числах.

4.57. Доказать, что уравнение 3x2 − 7y2 + 1 = 0 имеет бесконечно
много решений в натуральных числах.

4.58. Найти все решения в целых числах уравнения 2x3 + xy − 7 = 0

и доказать, что оно имеет бесконечно много решений в рациональных
положительных числах x и y .

4.59. Найти натуральные числа x и y , для которых выполняется
равенство x4 + x3 + x2 + x+ 1 = y2 .

4.60. Доказать, что для каждой пары двух натуральных чисел m и
n существует линейное уравнение ax+ by = c , где a, b, c — целые числа,
имеющее в натуральных числах только одно решение: x = m, y = n .

4.61. Доказать, что уравнение (x − 1)2 + (x + 1)2 = y2 + 1 имеет
бесконечно много решений в натуральных числах.

4.62. Доказать, что уравнение x(x+1) = 4y(y+1) не имеет решений в
натуральных числах, но имеет бесконечно много решений в положитель-
ных рациональных числах.
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4.63. Найти все решения уравнения 2n − 3m = 1 , если n,m ∈ N .

4.64. Найти все решения уравнения 3n − 2m = 1 , если n,m ∈ N .

4.65. Для каждой заданной пары натуральных чисел a и n указать
способ нахождения всех решений уравнения xn − yn = a в натуральных
числах x и y .

4.66. Найти все решения уравнения x2 + y2 + z2 + x + y + z = 1 в
рациональных числах x, y, z .

4.67. Доказать теорему Эйлера: уравнение 4xy− x− y = z2 не имеет
решения в натуральных числах x, y, z ; доказать, что оно имеет бесконеч-
но много решений в целых отрицательных числах x, y, z .

4.68. Доказать, что уравнение

x

y
+

y

z
+

z

x
= 1

не имеет решений в натуральных числах x, y, z .

4.69. Доказать, что уравнение

x

y
+

y

z
+

z

x
= 2

не имеет решений в натуральных числах x, y, z .

4.70. Доказать, что при нечетном n уравнение xn+yn = zn не может
иметь решения в целых числах, если (x+ y) — простое число.

4.71. Фишка стоит на одном из полей бесконечной в обе стороны
клетчатой полоски бумаги. Она может сдвигаться на m полей вправо и
на n полей влево. При каких m и n она может переместиться в соседнюю
справа клетку? За какое наименьшее число ходов она может это сделать?



Глава 5

Комбинаторика

5.1. Принцип Дирихле

Группа А

5.1. В мешке лежат шарики двух разных цветов: черного и белого.
Какое наименьшее число шариков нужно вынуть из мешка вслепую так,
чтобы среди них заведомо оказались два шарика одного цвета?

5.2. В лесу растет миллион елок. Известно, что на каждой елке не
более 600000 иголок. Доказать, что в лесу найдутся две елки с одинаковым
числом иголок.

5.3. Доказать, что среди любых 11 натуральных чисел найдется два,
разность которых делится на 10.

5.4. Доказать, что среди любых n + 1 натуральных чисел найдутся
два, разность которых делится на n .

5.5. Доказать, что среди 82 кубиков, каждый из которых выкрашен
в определенный цвет, всегда можно выбрать 10 таких, что они либо вы-
крашены в разные цвета, либо все одного цвета.

5.6. В магазин привезли 25 ящиков с тремя разными сортами яблок
(в каждом ящике яблоки только одного сорта). Доказать, что среди них
есть по крайней мере 9 ящиков с яблоками одного и того же сорта.

5.7. В вершинах выпуклого 65-угольника написаны различные нату-
ральные числа, каждое из которых не превосходит 1980. Доказать, что



5.1. Принцип Дирихле 59

найдутся две диагонали, для которых разность чисел, написанных у их
концов, одинакова.

5.8. В квадрат со стороной 1 бросили 51 точку. Доказать, что найдется
круг радиуса 1/7 , содержащий не менее трех точек из этих 51.

5.9. В круге единичной площади лежит 1981 точка. Доказать, что
существует треугольник с вершинами в трех из этих точек, площадь ко-
торого меньше 0,0011.

5.10. В первенстве по футболу участвуют 11 команд, каждые две из
которых должны встретиться один раз. Доказать, что в любой момент со-
стязаний найдутся две команды, сыгравшие одинаковое количество мат-
чей.

5.11. Доказать, что в любой компании из 5 человек есть двое, имею-
щие одинаковое число знакомых в этой компании.

5.12. Десять школьников на олимпиаде решили 35 задач, причем
известно, что среди них есть школьники, решившие ровно одну задачу,
школьники, решившие ровно две задачи и школьники, решившие ровно
три задачи. Доказать, что есть школьник, решивший не менее пяти задач.

5.13. Какое наибольшее число королей можно

1 м½ мпоставить на шахматной доске так, чтобы никакие
два из них не били друг друга?

5.14. Какое наибольшее число пауков может
ужиться на паутине, изображенной на рисунке, ес-
ли известно, что паук терпит соседа на расстоянии,
не меньшем 1, 1 метра?

5.15. Доказать, что никакой равносторонний
треугольник нельзя покрыть двумя меньшими равносторонними треуголь-
никами.

5.16. Доказать, что для любого натурального k существует число
вида 11 . . . 100 . . .0 , делящееся на k без остатка.

5.17. Доказать, что из любых 100 натуральных чисел можно выбрать
несколько чисел (может быть, одно), сумма которых делится на 100.

5.18. Доказать, что среди чисел вида 7n найдется число, оканчиваю-
щееся на 0001.
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5.19. Дано 8 различных натуральных чисел, не больших 15. Доказать,
что среди их положительных попарных разностей есть три одинаковых.

5.20. В бригаде семь человек и их суммарный возраст — 332 года. До-
казать, что из них можно выбрать трех человек, сумма возрастов которых
не меньше 142 лет.

5.21. На планете в звездной системе Тау Кита суша занимает больше
половины площади поверхности. Доказать, что таукитяне могут прорыть
прямой туннель через центр планеты и соединяющий сушу с сушей. (Бу-
дем считать, что техника у них для этого достаточно развита.)

5.22. Доказать, что среди степеней двойки есть две, разность которых
делится на 1987.

5.23. Доказать, что среди чисел, записываемых только единицами,
есть число, которое делится на 1987.

5.24. Пятнадцать мальчиков собрали 100 орехов. Доказать, что какие-
то два из них собрали одинаковое число орехов.

5.25. Доказать, что среди любых 10 целых чисел найдется несколько
(возможно одно), сумма которых делится на 10.

Группа Б

5.26. Доказать, что существует натуральное число, делящееся на 1981,
последние цифры которого 1980.

5.27. Даны три натуральных числа a, b, c , причем a и b взаимно
просты. Доказать, что существует такое натуральное число k , что kb+ c
делится на a .

5.28. Доказать, что из любых 100 натуральных чисел, сумма кото-
рых равна 199, можно выбрать несколько чисел (возможно, одно), сумма
которых равна 100.

5.29. Пусть a, b, x0—натуральные числа, причем a и b взаимно про-
сты. Построим последовательность {xn} по правилу: x1 = ax0 + b ,
x2 = ax1 + b , . . . , xn = axn−1 + b, . . . . Доказать, что для любого k > 1

существует такое m > k , что xk делит xm .
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5.30. Дано 11 различных натуральных чисел, не больших 20. Дока-
зать, что из них можно выбрать два числа, одно из которых делится на
другое.

5.31. Одиннадцать пионеров занимаются в пяти кружках дома куль-
туры. Доказать, что найдутся два пионера A и B такие, что все кружки,
которые посещает A , посещает и B .

5.32. Шесть активистов класса образовали 33 различных комиссии.
Доказать, что найдутся две комиссии, не имеющие общих членов.

5.33. Дано n + 1 различных натуральных чисел, меньших 2n . До-
казать, что среди них могут быть выбраны три такие числа, что одно из
них равно сумме двух других.

5.34. По краю круглого стола на одинаковом расстоянии друг от друга
расставлены таблички с фамилиями дипломатов. После начала совеща-
ния оказалось, что ни один дипломат не сидит против таблички со своей
фамилией. Можно ли повернуть стол вокруг центра так, чтобы по край-
ней мере два дипломата были против своих табличек?

5.35. Шахматист для тренировки играет не менее одной партии в
день; при этом, если он не переутомится, он играет не более 12 партий в
неделю. Доказать, что найдутся несколько таких последовательных дней,
в течение которых он сыграет ровно 20 партий.

5.2. Порядок

Группа А

5.36. Сколько различных четырехзначных чисел, делящихся на 4 ,
можно составить из цифр 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , если каждая цифра может встре-
чаться в записи числа несколько раз?

5.37. Сколько можно сделать перестановок из n элементов, в которых
данные два элемента a и b не стоят рядом? Данные три элемента a , b
и c не стоят рядом (в любом порядке)? Никакие два из элементов a , b ,
c не стоят рядом?
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5.38. Сколько бус можно составить из семи бусинок разных размеров
(надо использовать все семь бусинок)?

5.39. Сколько бус можно составить из пяти одинаковых бусинок и
двух большего размеров (надо использовать все семь бусинок)?

5.40. Сколькими способами можно посадить за круглый стол 7 муж-
чин и 7 женщин так, чтобы никакие 2 женщины не сидели рядом?

5.41. Сколькими способами из 28 костей домино можно выбрать две
кости так, чтобы их можно было приложить друг к другу?

5.42. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «пас-
тух» так, чтобы между двумя гласными были две согласные буквы?

5.43. Сколько слов, содержащих по пяти букв каждое можно соста-
вить из 33 букв, если допускаются повторения, но никакие две соседние
буквы не должны совпадать, то есть такие слова, как «пресс» или «ссо-
ра», не допускаются?

5.44. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «фаце-
тия» так, чтобы не менялся порядок гласных букв?

5.45. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «лога-
рифм» так, чтобы второе, четвертое и шестое места были заняты соглас-
ными буквами?

5.46. В купе железнодорожного вагона имеется 2 противоположных
дивана по 5 мест в каждом. Из 10 пассажиров четверо желают сидеть
лицом к паровозу, а трое — спиной. Сколькими способами могут разме-
ститься пассажиры?

5.47. Надо послать 6 срочных писем. Сколькими способами это мож-
но сделать, если для передачи писем можно послать трех курьеров и каж-
дое письмо можно дать любому из них?

5.48. Имеется 14 пар различных предметов. Найти полное число вы-
борок из этих предметов. (Две выборки отличаются своим составом, но
не порядком предметов)

5.49. Имеется 3 курицы, 4 утки и 2 гуся. Сколько имеется комби-
наций для выбора нескольких птиц так, чтобы среди выбранных были и
куры и утки и гуси?
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5.50. Пусть p1 , . . . , pn — различные простые числа. Сколько де-
лителей имеет число q = pα1

1 · . . . · pαn
n , где α1 , . . . , αn — некоторые

натуральные числа (включая делители 1 и q ). Чему равна их сумма?

5.51. Переплетчик должен переплести 12 различных книг в крас-
ный, зеленый, и коричневый переплеты. Сколькими способами он может
это сделать, если в каждый цвет должна быть переплетена хотя бы одна
книга?

5.52. Сколько существует четырехзначных чисел от 0001 до 9999 , у
которых сумма первых двух цифр равна сумме двух последних?

5.53. Найти количество шестизначных чисел таких, что сумма трех-
значного числа, образованного первыми тремя цифрами, и трехзначного
числа, образованного последними тремя цифрами, меньше 1000 .

5.54. Сколько и каких цифр понадобится, чтобы написать все числа
от 1 до 999999 включительно? От 1 до 10n − 1 включительно?

5.55. Сколько различных четырехзначных чисел можно составить
из цифр 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , если каждая цифра может повторяться
несколько раз?

5.56. Сколько существует целых чисел от 0 до 999 , которые не де-
лятся ни на 5 ни на 7 ? ни на 2 , ни на 3 , ни на 5 ни на 7 ?

5.57. Сколько неотрицательных целых чисел, меньших чем миллион,
содержат все цифры 1 , 2 , 3 , 4 ? Сколько чисел состоит только из этих
цифр?

5.58. Сколько чисел, меньших чем миллион, можно написать с помо-
щью цифр 0 , 8 , 9 (записи, начинающиеся с нуля считаются недопусти-
мыми).

5.59. Сколько имеется шестизначных чисел, у которых три цифры
четные, а три — нечетные?

5.60. Сколько имеется шестизначныхчисел, у которых сумма цифр
четная (первая цифра предполагается отличной от нуля)? Та же задача,
если берут все числа от 1 до 999999 .

5.61. Найти сумму четырехзначных чисел, получаемых при всевоз-
можных перестановках цифр 1 , 2 , 3 , 4 .
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5.62. То же самое для всех пятизначных чисел, получаемых путем
перестановок цифр 0 , 1 , 2 , 3 , 4 . Цифра 0 не должна быть первой.

5.63. Найти сумму всех трехзначных чисел, которые можно написать
цифрами 1 , 2 , 3 , 4 .

Группа Б

5.64. Каких чисел от 1 до 10000000 больше: тех, в записи которых
встречается единица, или тех, в записи которых ее нет?

5.65. Имеется n точек на плоскости, никакие три из которых не ле-
жат на одной прямой. Сколько есть r -звенных замкнутых ломаных с
вершинами в этих точках?

5.66. Числа, выражающие количество участников математической
олимпиады из 6 , 7 , 8 , 9 , 10 и 11 классов, образуют арифметическую
прогрессию. Число премий для каждого класса равно разности этой про-
грессии. Доказать, что число способов вручения премий не изменится,
если все премии отдать ученикам 10 класса (предполагается, что все пре-
мии различны).

5.67. Сколькими способами можно посадить рядом трех англичан,
трех французов и трех турок так, чтобы никакие три соотечественника
не сидели рядом?

5.68. Та же задача, при условии, что рядом не могут сидеть никакие
два соотечественника.

5.69. Сколькими способами можно посадить за круглый стол трех
англичан, трех французов и трех турок так, чтобы никакие два соотече-
ственника не сидели рядом?

5.70. Найти сумму всех четырехзначных четных чисел, которые мож-
но составить из цифр от 0 до 5 .

5.71. В шахматной олимпиаде участвуют представители n стран по 4

представителя от каждой страны. Сколькими способами они могут встать
в ряд так, чтобы рядом с каждым был представитель той же страны?

5.72. Сколько решений имеет задача: найти два числа такие, что их
наибольший общий делитель равен G , а наименьшее общее кратное M =

= Gaαbβcγdδ (a , b , c , d — простые числа).
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5.73. Решите ту же задачу, но без слов «наименьший» и «наиболь-
ший».

5.74. Два экзаменатора, работая одновременно, экзаменуют класс в
12 человек по двум предметам. Каждый экзаменующийся отвечает по 5
минут по каждому предмету. Сколькими способами могут экзаменаторы
распределить между собой работу так, чтобы ни одному школьнику не
пришлось отвечать сразу по двум предметам?

5.75. Сколькими способами 6 человек могут выбрать из 6 пар пер-
чаток по правой и левой перчатке так, чтобы ни один не получил пары?
То же самое для 9 пар и 6 человек.

5.76. Клетки шахматной доски раскрашиваются в 8 цветов так, что
в каждом горизонтальном ряду встречаются все 8 цветов, а в каждом
вертикальном ряду не встречаются подряд две клетки, окрашенные в тот
же самый цвет. Сколькими способами возможна такая раскраска?

5.77. Сколькими геометрически различными способами можно рас-
красить грани куба шестью различными красками? Два способа счита-
ются геометрически совпадающими, если один можно перевести в другой
движением куба как твердого тела.

5.78. Сколькими геометрически различными способами можно рас-
красить грани куба двумя различными красками?

5.79. Решить ту же задачу при условии, что раскрашиваются не грани,
а вершины куба.

5.80. Сколькими геометрически различными способами можно рас-
красить грани тетраэдра четырьмя различными красками?

5.81. Сколькими геометрически различными способами можно рас-
красить грани октаэдра восемью различными красками?

5.82. Решить аналогичные задачи для правильного додекаэдра и ико-
саэдра.

5.83. Рассмотреть в предыдущих задачах случаи, когда число красок
меньше числа граней.

5.84 ∗ . Квадрат разделен на 16 равных квадратов. Сколькими спосо-
бами можно раскрасить их в 4 цвета так, чтобы в каждом горизонталь-
ном и каждом вертикальном ряду были все 4 цвета?
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5.85. Найти сумму всех четырехзначных чисел, составленных из цифр
от 1 до 6 и делящихся на 3 .

5.86 ∗ . На листе клетчатой бумаги размером n×n клеток расставлены
числа 1, 2, 3, . . . , n2 по одному в каждой клетке так, что числа, стоящие на
каждой вертикали и горизонтали, образуют арифметическую прогрессию.
Найти число таких расположений.

5.87 ∗ . На листе бумаги нанесена сетка из n горизонтальных и n вер-
тикальных прямых. Сколько различных 2n -звенных замкнутых ломаных
можно провести по линиям сетки так, чтобы каждая ломаная имела зве-
нья на всех горизонтальных и всех вертикальных прямых?

5.3. Сочетания. Бином Ньютона

Группа А

5.88. Есть 20 овец и 24 свиньи. Сколькими способами можно выбрать
одну овцу и одну свинью? Если такой выбор сделан, сколькими способами
это можно сделать еще раз?

5.89. 5 девушек и 3 юношей надо разбить на команды по 4 чело-
века так, чтобы в каждой команде был хотя бы один юноша. Сколькими
способами это можно сделать?

5.90. Из группы, состоящей из 7 мужчин и 4 женщин, надо выбрать
шесть человек так, чтобы среди них было не менее 2 женщин. Сколькими
способами это можно сделать?

5.91. Стороны каждой из двух игральных костей помечены числами
0 , 1 , 3 , 7 , 15 , 31 . Сколько различных сумм может получиться при
метании этих костей?

5.92. Из колоды, содержащей 52 карты, вынули 10 штук. В скольких
случаях среди этих карт окажется хотя бы один туз? Ровно один туз?

5.93. Сколькими способами можно разбить n+m+p предметов на три
группы так, чтобы в одной было n , в другой m , а в третьей p предметов?

5.94. Даны nk элементов. Рассматриваются всевозможные разбие-
ния на n групп по k элементов в каждой группе. Сколько существует
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различных разбиений? Порядок элементов в группе и порядок групп не
учитывается.

5.95. Сколькими способами можно выбрать 12 человек из 17 , если
двое из этих 17 не могут быть выбраны вместе?

5.96. Сколькими способами можно разделить колоду из 36 карт по-
полам так, чтобы в каждой пачке было по 2 туза?

5.97. Сколькими способами можно составить 6 слов из 32 букв, если
в совокупности этих 6 слов каждая буква используется один и только
один раз?

5.98. На школьном вечере присутствуют 12 девушек и 15 юношей.
Сколькими способами можно выбрать из них 4 пары для танца?

5.99. Компания, состоящая из 10 супружеских пар, разбивается на
5 групп по 4 человека для лодочной прогулки. Сколькими способами
можно разбить их так, чтобы в каждой лодке оказались двое мужчин и
две женщины?

5.100. Во скольких случаях данный мужчина окажется в одной лодке
со своей женой?

5.101. Во скольких случаях данные двое мужчин окажутся в одной
лодке со своими женами?

5.102. У мужа 12 знакомых — 5 женщин и 7 мужчин, а у жены — 7

женщин и 5 мужчин. Сколькими способами можно составить компанию
из 6 мужчин и 6 женщин так, чтобы 6 человек пригласил муж, а 6 —
жена?

5.103. На каждом борту лодки сидят по 4 человека. Сколькими спо-
собами можно выбрать команду для этой лодки, если есть 31 кандидат,
причем 10 человек хотят сидеть на левом борту лодки, 12 — на правом,
а для 9 безразлично, где сидеть?

5.104. В урне лежат жетоны с числами 1 , 2 , 3 , . . . , 10 . Из нее
вынимают три жетона. Во скольких случаях сумма написанных на них
чисел равна 9 ? Не меньше 9 ?

5.105. Сколькими способами можно выбрать из полной колоды, со-
держащей 52 карты, 6 карт так, чтобы среди них были все четыре масти?
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5.106. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «пас-
тухи» так, чтобы как гласные, так и согласные шли в алфавитном поряд-
ке?

5.107. Сколькими способами можно переставить буквы слова «Юпи-
тер» так, чтобы гласные шли в алфавитном порядке?

5.108. Сколькими различными способами можно представить число
1000000 в виде произведения трех сомножителей? Представления, отли-
чающиеся порядком сомножителей, считаются различными.

5.109. Та же задача при условии, что порядок сомножителей не учи-
тывается.

5.110. Сколько существует десятизначных чисел, у которых сумма
цифр равна трем (первая цифра предполагается отличной от нуля)? Та
же задача, если берут все числа от 1 до 9999999999 .

5.111. Сколькими способами можно выбрать из натуральных чисел
от 1 до 20 два числа так, чтобы их сумма была нечетной?

5.112. Сколькими способами можно выбрать из натуральных чисел
от 1 до 30 три числа так, чтобы их сумма была четной?

5.113. Сколькими способами можно выбрать из чисел от 1 до 100

три числа так, чтобы их сумма делилась на три?

5.114. Сколькими способами можно выбрать из 3n последовательных
целых чисел три числа так, чтобы их сумма делилась на три?

5.115. Сколькими способами можно раздать колоду в 52 карты 13
игрокам по 4 карты каждому игроку? Та же задача с условием, что каж-
дый имеет по одной карте каждой масти. Та же задача с условием, что
один имеет карты всех четырех мастей, а все остальные — карты одной и
той же масти.

5.116. Сколькими способами можно вынуть 4 карты из полной коло-
ды (52 карты) так, чтобы были три масти? Так, чтобы были две масти?

5.117. Сколькими способами можно раздать колоду в 52 карты че-
тырем игрокам так, чтобы каждый получил по три карты трех мастей и
четыре карты четвертой масти?
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5.118. Сколькими способами можно раздать 18 различных предме-
тов 5 участникам так, чтобы четверо из них получили по 4 предмета, а
пятый — 2 предмета? Та же задача, но трое получают по 4 предмета, а
двое — по 3 предмета.

5.119. Сколькими способами можно раздать 27 книг лицам A , B и
C так, чтобы A и B вместе получили вдвое больше книг, чем C ?

Группа Б

5.120. На плоскости задано n точек, из которых p лежат на одной
прямой, а кроме них никакие три точки не лежат на одной прямой. Сколь-
ко существует треугольников, вершинами которых являются эти точки?

5.121. На прямой взяты p точек, а на параллельной ей прямой —
еще q точек. Сколько существует треугольников, вершинами которых
являются эти точки?

5.122. Каждая сторона квадрата разбита на n частей. Сколько можно
построить треугольников, вершинами которых являются точки деления?

5.123. n предметов расположены в ряд. Сколькими способами можно
выбрать из них три так, чтобы не брать никаких двух соседних элементов?

5.124. На книжной полке стоят n книг. Сколькими способами можно
выбрать из них p книг так, чтобы между двумя выбранными книгами,
равно как и после p -ой выбранной книги, было не менее s книг?

5.125. Сколькими способами можно расставить 20 белых шашек на
шахматной доске так, чтобы это расположение переходило само в себя
при вращении доски на 90◦ ?

5.126. Сколькими способами можно расставить 20 белых шашек на
шахматной доске так, чтобы это расположение было симметрично отно-
сительно линии, делящей доску пополам?

5.127. То же самое при условии, что шашки ставят на черные поля?

5.128. Сколько можно составить сочетаний из 20 букв по 6 так,
чтобы в каждом сочетании никакая буква не входила более двух раз?
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5.129. Дана последовательность чисел 1, 2, 3, . . . , 2n . Сколькими спо-
собами можно извлечь из нее три числа, образующие арифметическую
прогрессию? То же самое для чисел 1, 2, 3, . . . , 2n+ 1 .

5.130. Найти коэффициент при xm после приведения подобных в
разложении (1 + x)k + (1 + x)k+1 + . . .+ (1 + x)n .

5.131. Сколько m− значных чисел содержит в совокупности ровно k
различных цифр?

5.132. Имеется n белых и один черный шар. Сколькими способами
можно положить некоторые из этих шаров в n+ 1 лузу, если в каждую
лузу помещается не более одного шара?

5.133. Доказать, что нечетное число предметов можно выбрать из n
предметов 2n−1 способами.

5.134. Имеются 3n+1 предметов, из которых n одинаковых, а осталь-
ные различны. Доказать, что из них можно извлечь n предметов 22n

способами.

5.135. Параллелограмм пересекается двумя рядами прямых, парал-
лельных его сторонам; каждый ряд состоит из r линий. Сколько парал-
лелограммов в получившейся фигуре?

5.136. Даны 11 точек, 5 из которых лежат на одной окружности.
Кроме них, никакие 4 не лежат на одной окружности. Сколько окруж-
ностей можно провести так ,чтобы каждая из них содержала по крайней
мере 3 точки из числа заданных?

5.137. На плоскости дано 10 попарно пересекающихся прямых, при-
чем никакие три прямые не проходят через одну точку и никакие 4 не
касаются одной и той же окружности. Сколько можно построить окруж-
ностей, каждая из которых касается трех прямых из числа заданных 10 ?

5.138. Сколько существует треугольников, у которых вершины явля-
ются вершинами данного выпуклого n -угольника, но стороны не совпа-
дают со сторонами данного n -угольника?

5.139. Сколькими способами можно распределить 3n различных книг
между тремя лицами так, чтобы числа книг образовывали арифметиче-
скую прогрессию?
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5.140. Имеется pq+ r разных предметов, где 0 ≤ r < p . Они делятся
между p людьми возможно ровнее (все получают либо q , либо q+1 пред-

метов). Показать, что число способов такого раздела равно Cr
p

(pq+r)!
(q+1)r(q!)p .

5.141. Имеется 1955 точек. Какое наибольшее число троек точек мож-
но из них выбрать так, чтобы каждые две тройки имели общую точку?

5.142 ∗ . Даны n точек на плоскости, никакие три из которых не ле-
жат на одной прямой и никакие четыре — на одной окружности. Через
каждые две из этих точек проводится прямая, а через каждые три —
окружность. Найти наибольшее число точек пересечения всех прямых со
всеми окружностями.

5.143 ∗ . Даны n точек, никакие четыре из которых не лежат на одной
окружности. Через каждые три из них проводится окружность. Каково
наибольшее число точек пересечения этих окружностей?

5.144 ∗ . На плоскости даны три точки A , B , C . Проведем через точ-
ку A m прямых, через B — n прямых и через C — p прямых. При
этом среди проведенных прямых нет трех, пересекающихся в одной точке,
и двух, параллельных между собой. Найти число треугольников, верши-
ны которых являются точками пересечения этих прямых и не совпадают
с заданными точками A , B , C .

5.145. На плоскости проведены два пучка прямых линий с центрами
A и B , один из которых содержит m , а другой n прямых. Пусть никакие
две не параллельны и ни одна не проходит через обе точки A и B . На
сколько частей прямые этих пучков делят плоскость?

5.146. Найти количество троек натуральных чисел, образующих гео-
метрическую прогрессию и не превосходящих 100 .

5.147. Доказать, что 1 рубль можно резменять монетами в 2 и 5
коп. большим числом способов, чем монетами в 3 и 5 коп.

5.148. Сколькими способами можно разменять 20 коп. на монеты
достоинством в 1 , 2 и 5 коп.?

5.149. Сколькими способами можно расставить m белых и n чер-
ных шаров так, чтобы между белыми и черными шарами было 2r − 1

контактов? 2r контактов?
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5.150. На окружности даны точки A1, A2, . . . , A16 . Построим всевоз-
можные выпуклые многоугольники, вершины которых находятся среди
точек A1, A2, . . . , A16 . Разобьем эти многоугольники на две группы. В
первую группу отнесем все многоугольники, одной из вершин которых
является точка A1 , а во вторую — все остальные. В какой группе больше
многоугольников?

5.151 ∗ . Имеется кусок цепи из 60 звеньев. Каждое звено весит 1 г.
Какое наименьшее число звеньев надо расковать, чтобы с помощью рас-
кованных звеньев и получившихся кусков можно было получить любой
вес, выражающийся целым числом от 1 до 60 ? Решите ту же задачу,
если для взвешивания можно пользоваться двухчашечными весами.

5.152 ∗ . Можно ли провести в городе 10 автобусных маршрутов и
установить на них остановки так, что какие бы 8 маршрутов не были
взяты, найдется остановка, не лежащая ни на одном из них, а любые 9
маршрутов проходят через все остановки?

5.153 ∗ . Оргкомитет олимпиады состоит из 11 человек. Материа-
лы олимпиады хранятся в сейфе. Сколько замков должен иметь сейф и
сколькими ключами следует снабдить каждого члена оргкомитета, чтобы
доступ в сейф был возможен, когда соберутся любые 6 членов оргкоми-
тета, и не был возможен, если соберется меньше 6 членов?

5.154 ∗ . На плоскости даны пять точек. Среди прямых, соединяющих
эти пять точек, нет параллельных, перпендикулярных и совпадающих.
Проводим через каждую точку перпендикуляры ко всем прямым, кото-
рые можно построить, соединяя попарно остальные четыре точки. Каково
максимальное число точек пересечения этих перпендикуляров между со-
бой, если не считать данные пять точек?

5.155 ∗ . Из точки O на плоскости проводят все замкнутые ломаные
длины 2n , стороны которых лежат на линиях клетчатой бумаги со сторо-
ной клетки, равной 1 . Найти число этих ломаных, если каждая ломаная
может проходить один и тот же отрезок несколько раз.

5.156 ∗ . Доказать, что число треугольников с целочисленными сторо-
нами, длина сторон которых не больше чем 2n , равно 1

6n(n+1)(4n+5) .
Если же исключить равнобедренные, то это число равно 1

6n(n−1)(4n−5) .
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5.157 ∗ . Из n отрезков длины 1, 2, . . . , n выбирают 4 так, чтобы
получился описанный четырехугольник. Доказать, что это можно сделать
2n(n−2)(2n−5)−3+3(−1)n

48
способами. Сколько получится четырехугольников,

если можно брать стороны одинаковой длины?

5.4. Повторения

Группа А

5.158. У мамы 2 яблока и 3 груши. Каждый день в течении 5 дней
она выдает по одному фрукту. Сколькими способами это можно сделать?

5.159. Бросают n игральных костей. Сколько может получиться ре-
зультатов (результаты, отличающиеся лишь порядком очков, считаются
одинаковыми; на каждой кости нанесены 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 очков)?

5.160. Сколько различных слов можно получить переставляя буквы
в слове «парабола»?

5.161. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «опо-
ссум» так, чтобы буква «п» шла непосредственно после буквы «о»?

5.162. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «пе-
решеек» так, чтобы четыре буквы «е» не шли подряд? Три буквы «е» не
шли рядом? Две буквы «е» не шли рядом?

5.163. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «ка-
ракули» так, чтобы никакие две гласные не стояли рядом?

5.164. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «па-
раллелизм» так, чтобы не менялся порядок гласных букв?

5.165. Сколькими способами можно переставить буквы в слове «ко-
феварка» так, чтобы гласные и согласные буквы чередовались? То же
самое для слова «самовар».

5.166. Сколькими способами можно переставить буквы слова «оборо-
носпособность» так, чтобы две буквы «о» не шли подряд?

5.167. Сколькими способами можно расставить белые фигуры (2 ко-
ня, 2 слона, 2 ладьи, ферзя и короля) на первой линии шахматной доски?
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5.168. Сколькими способами 12 полтинников можно разложить по
пяти различным пакетам, если ни один из пакетов не должен быть пу-
стым?

5.169. Сколькими способами можно расставить 20 книг в книжном
шкафу с 5 полками, если каждая полка может вместить все 20 книг?

5.170. Сколько четырехзначных чисел можно составить из цифр чис-
ла 132132 ?

5.171. Сколько четырехзначных чисел можно составить из цифр чис-
ла 123153 ?

5.172. Найти сумму четырехзначных чисел, получаемых при всевоз-
можных перестановках цифр 1 , 2 , 2 , 5 .

5.173. То же самое для цифр 1 , 3 , 3 , 3 .

5.174. То же самое для цифр 1 , 1 , 4 , 4 .

5.175. Сколько шестизначных чисел можно составить из цифр числа
1233145254 так, чтобы две одинаковые цифры не шли друг за другом?

5.176. Сколько пятизначных чисел можно составить из цифр числа
12312343 так, чтобы три цифры 3 не шли друг за другом?

5.177. Сколькими способами можно переставить цифры числа 12341234

так, чтобы никакие две одинаковые цифры не шли рядом?

5.178. Сколькими способами можно представить натуральное число n
в виде трех слагаемых, каждое из которых также является натуральным
числом (представления, различающиеся порядком слагаемых, считаются
различными)?

5.179. Сколькими способами можно расположить в 9 лузах 7 белых
шаров и 2 черных шара? Часть луз может быть пустой, и лузы считаются
различными.

5.180. Сколько существует треугольников, длины сторон которых
принимают одно из значений 4 , 5 , 6 , 7 ?

5.181. Сколькими способами можно составить треугольники, стороны
которых являются целыми числами, большими n и не превосходящими
2n . Сколько среди них равнобедренных и сколько равносторонних?
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5.182. Сколько можно построить различных прямоугольных парал-
лелепипедов, длина каждого ребра которых является целым числом от 1
до 10 ?

5.183. На плоскости проведены 4 прямые линии, из которых никакие
две не являются параллельными и никакие три не проходят через одну
точку. Сколько получилось треугольников?

Группа Б

5.184. Сколькими способами можно расставить 12 белых и 12 чер-
ных шашек на черные поля доски так, чтобы это расположение было
симметрично относительно центра доски?

5.185. То же самое, но при симметрии должны меняться цвета шашек.

5.186. Сколько шестизначных чисел содержит в совокупности ровно
три различных цифры?

5.187. Сколькими способами 3 человека могут разделить между со-
бой 6 одинаковых яблок, 1 апельсин, 1 сливу, 1 лимон, 1 грушу, 1 айву
и 1 финик?

5.188. Сколькими способами можно выполнить этот раздел так, что-
бы каждый получил по четыре плода?

5.189. Аня, Боря и Вася имеют по 3 яблока каждый и, кроме того,
Аня имеет 1 грушу, 1 сливу и 1 айву, Боря имеет 1 апельсин, 1 лимон
и 1 финик, а Вася имеет 1 мандарин, 1 персик и 1 абрикос. Сколькими
способами могут они распределить между собой эти фрукты так, чтобы
каждый получил по 6 штук?

5.190. Сколькими способами можно расставить в ряд 6 англичан,
7 французов и 10 турок так, чтобы каждый англичанин стоял между
французом и турком, но никакие француз и турок не стояли рядом?

5.191. Сколько различных десятизначных чисел чисел можно напи-
сать, пользуясь тремя цифрами 1 , 2 , 3 при дополнительном условии,
что цифра три применяется в каждом числе ровно два раза? Сколько
написанных чисел делится на 9 ?
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5.192. Сколькими способами можно поставить 15 белых и 15 черных
шашек на 24 поля так, чтобы на каждом поле были или только белые,
или только черные шашки? (Так располагаются шашки в восточной игре
“нарды”.)

5.193. Найти коэффициенты при x17 и x18 после раскрытия скобок
и приведения подобных членов в выражении (1 + x5 + x7)20 .

5.194. Найти коэффициент при xk после приведения подобных в раз-
ложении (1 + x+ x2 + . . .+ xn−1)2 .

5.195. В каком из выражений (1 + x2 − x3)1000 или (1− x2 + x3)1000

будет после раскрытия скобок и приведения подобных членов больший
коэффициент при x17 ?

5.196. Найти наибольший коэффициент в разложениях (a+ b+ c)10 ,
(a+ b+ c+ d)14 .

5.197 ∗ . Имеется 7 экземпляров одной книги, 8 — другой и 9 —
третьей. Сколькими способами можно разделить их между двумя лицами
так, чтобы каждый получил по 12 книг?

5.198. Сколько существует треугольников с целочисленными сторо-
нами и с периметром 40 ? А с периметром 43 ?

5.199. Доказать, что число треугольников с целочисленными сторо-
нами и с периметром 4n+3 на n+1 больше, чем треугольников с цело-
численными сторонами и с периметром 4n .

5.200. Сколькими способами можно получить 8 оценок не ниже 3 по
разным предметам так, чтобы сумма была равна 30 ?

5.201. Сколькими способами можно наклеить марки на 40 коп., ис-
пользуя марки достоинством в 5 , 10 , 15 и 20 коп., расположенные в
одну линию? (Расположения, отличающиеся порядком марок, рассматри-
ваются как различные, число марок не ограничено).

5.202. Сколькими способами можно разменять рубль на монеты до-
стоинством в 10 , 15 , 20 и 50 коп.?

5.203 ∗ . Сколькими способами можно раскрасить n красками окруж-
ность, разделенную на p частей (p — простое число)? Способы, совпадаю-
щие при повороте окружности вокруг центра, считаются совпадающими.
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5.204 ∗ . Сколько двузначных чисел в сумме с числом, записанным
теми же цифрами, но в обратном порядке, дает полный квадрат?

5.205 ∗ . От A до B 999 км. Вдоль дороги стоят километровые стол-
бы, на которых написаны расстояния до A и до B (0, 999) , (1, 998), . . . ,
(999, 0) . Сколько среди них таких, на которых есть только две различные
цифры?

5.206 ∗ . Доказать, что число способов, которыми два человека могут
разделить 2n предметов одного сорта, 2n предметов другого сорта и
2n предметов третьего сорта так, чтобы каждый получил 3n предметов
равно 3n2 + 3n+ 1 .

5.207 ∗ . Если добавить 2n предметов четвертого сорта, то число
способов раздела, при котором каждый получает 4n предметов равно
1
3(2n+ 1)(8n2 + 8n+ 3) .

5.208 ∗ . Доказать, что число способов разделить неразличимых пред-
метов на три неразличимые части так, чтобы сумма любых двух была
больше третьей, равна числу способов разделить тем же образом 2n− 3

предметов.

5.209 ∗ . Сколькими способами можно положить пять белых шаров,
пять черных шаров и пять красных шаров в три различных ящика, кладя
по пять шаров в каждый ящик?

5.210 ∗ . Если есть три сорта вещей по n предметов каждого сорта,
то их можно распределить между тремя лицами A , B , C так, чтобы
каждый получил по n предметов

(C2
n+2)

2 − 3C4
n+3 =

1

8
(n+ 1)(n+ 2)(n2 + 3n+ 4)

способами.

5.211 ∗ . Доказать, что количество разбиений числа n на несколько
слагаемых равно количеству разбиений числа 2n на n слагаемых (поря-
док слагаемых не принимается во внимание)

5.212 ∗ . Доказать, что количество разбиений числа 2r + x на r + x

отличных от нуля слагаемых такое же, как и количество разбиений r на
неотрицательные слагаемые.



Глава 6

Неравенства

6.1. Доказательство неравенств

Группа А

6.1. Доказать, что для любых чисел a и b выполняется неравенство
a2 + b2 > 2ab.

6.2. Доказать, что для любых неотрицательных чисел a и b выпол-
няется неравенство (a + b)/2 >

√
ab . Показать, что равенство возможно

только в случае, когда a = b .

6.3. Доказать, что для любых положительных чисел a и b выполня-

ется неравенство
√
ab > 2/

(
1

a
+

1

b

)

.

6.4. Доказать, что для любых положительных чисел a и b выполня-

ется неравенство (a+ b)/2 > 2/

(
1

a
+

1

b

)

.

6.5. Доказать, что для любых положительных чисел a и b выполня-
ется неравенство (a+ b)

√

(a+ b)/2 > a
√
b+ b

√
a .

6.6. Доказать, что для любых неотрицательных чисел a , b , c и d вы-

полняется неравенство
a+ b+ c+ d

4
>

4
√
abcd . Показать, что равенство

возможно только в случае, когда a = b = c = d .

6.7. Доказать, что для любых неотрицательных чисел a , b , и c вы-

полняется неравенство
a+ b+ c

3
>

3
√
abc . Показать, что равенство воз-

можно только в случае, когда a = b = c .
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6.8. Пусть a1, a2, . . . , an > 0 . Назовем (∗) следующее утверждение:

a1 + a2 + . . .+ an
n

> n
√
a1a2 · . . . · an,

причем равенство возможно только в случае, если a1 = a2 = . . . = an .
a) Доказать, что если утверждение (∗) справедливо для n ∈ N , то оно
справедливо и для 2n .
b) Доказать, что если утверждение (∗) справедливо для n ∈ N , n > 2 ,
то оно справедливо и для n− 1 .
Замечание: неравенство в утверждении (∗) называют неравенством меж-
ду средним арифметическим и средним геометрическим.

6.9. Доказать, что для любого положительного числа a выполняется
a+1/a > 2 , причем равенство достигается только в случае, когда a = 1 .

6.10. Доказать, что для любых чисел a > 1 и b < 1 выполняется
a+ b > 1 + ab .

6.11. Доказать, что для всех чисел a, b, c таких, что b < c < a вы-
полняется a2 + b2 > c2 + (a+ b− c)2 .

6.12. Доказать, что для любого натурального числа n > 1 выполня-
ется

n
√
n! <

n+ 1

2
.

6.13. a) Пусть a1, b1, a2, b2, . . . , an, bn ∈ R и b1, b2, . . . , bn > 0 . Обо-
значим через m и M соответственно минимальную и максимальную из
дробей ai/bi . Доказать, что

m 6
a1 + a2 + . . .+ an
b1 + b2 + . . .+ bn

6 M.

b) Доказать, что для любых a1, a2, . . . , an ∈ R выполняется

n
min
i=1

ai 6
a1 + a2 + . . .+ an

n
6

n
max
i=1

ai.

6.14. Средним гармоническим ненулевых чисел a1, a2, . . . , an назы-

вается число n/

(
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

an

)

. Доказать, что в случае положи-

тельных a1, . . . , an выполняются следующие два утверждения:
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a)
n

1
a1
+ 1

a2
+ . . .+ 1

an

6 n
√
a1a2 · . . . · an , причем равенство возможно

только в случае a1 = a2 = . . . = an ;

b)
n

min
i=1

ai 6
n

1
a1
+ 1

a2
+ . . .+ 1

an

.

6.15. Доказать, что для положительных чисел выполняются неравен-
ства:

a) (a1 + a2)

(
1

a1
+

1

a2

)

> 4 ;

b) (a1 + a2 + a3)

(
1

a1
+

1

a2
+

1

a3

)

> 9 ;

c) (a1 + a2 + . . .+ an)

(
1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

an

)

> n2 .

Доказать неравенства:

6.16. abc > (a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a) , если a, b, c > 0 .

6.17. 2x+ 3
8 >

4
√
x , если x > 0 .

6.18. (a+ b)(a+ c)(b+ c) ≥ 8abc , если a, b > 0 .

6.19. 4(a3 + b3) > (a+ b)3 , a, b > 0 .

6.20. a+ b+ c >
√
ab+

√
bc+

√
ac , a, b, c > 0 .

6.21. (a6 + b9)/4 > 3a2b3 − 16 , b > 0 .

6.22. a2 +
1

a2 + 1
> 1 .

6.23. a2 + b2 + c2 > 2(a+ b+ c)− 3 .

6.24. 2a2 + b2 + c2 > 2a(b+ c) .

6.25. a2 + b2 + 1 > ab+ a+ b .

6.26. a4 + b4 > a3b+ ab3 .

6.27. (
√
x+

√
y +

√
z)(x+ y + z) > 9

√
xyz , x, y, z > 0 .

6.28. Доказать, что an+ bn+ cn > 0 при любом натуральном n , если
a, b, c — такие три числа, что abc > 0 и a+ b+ c > 0 .

6.29. Доказать, что если a+ b+ c = 1 ,то a2+ b2+ c2 > 1/3 (a, b, c —
положительные числа).
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Группа Б

Доказать неравенства:

6.30.
2

b+ c
+

2

a+ c
+

2

b+ a
>

9

a+ b+ c
, a, b, c > 0 .

6.31.
a+ b

c
+

a+ c

b
+

c+ b

a
> 6 , a, b, c > 0 .

6.32. Доказать неравенство

a1
a2

+
a2
a3

+ · · ·+ an−1

an
+

an
a1

> n

(a1, a2, a3, . . . , an−1, an — положительные числа).

6.33. Доказать неравенство

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
>

3

2

(a, b, c — положительные числа).

6.34. Доказать, что если a1 6 a2 6 . . . 6 a10 , то

a1 + · · ·+ a6
6

6
a1 + · · ·+ a10

10
.

6.35. Доказать, что ab+
√

(1− a2)(1− b2) 6 1 , если |a| 6 1, |b| 6 1 .

6.36. Доказать, что если a+ 2b+ 3c > 14 , то a2 + b2 + c2 > 14 .

6.37. Доказать, что если a, b > c > 0 , то выполняется неравенство
√

c(a− c) +
√

c(b− c) 6
√
ab .

6.38. x(x− z)2+y(y− z)2 > (x− z)(y− z)(x+y− z) , если x, y, z > 0 .

6.39. Доказать, что если ai , bi , ci > 0 (i = 1, 2, . . . , n) , то
(a1b1c1 + . . .+ anbncn)

3 6 (a31 + . . .+ a3n)(b
3
1 + . . .+ b3n)(c

3
1 + . . .+ c3n).

6.2. Применение неравенств

6.40. Пусть a1, a2, . . . , an > 0 и
n∑

i=1

ai = a . Доказать, что произведе-

ние a1 ·a2 · . . . ·an максимально тогда и только тогда, когда выполняются
равенства: a1 = a2 = . . . = an = a/n .
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6.41. Пусть a1, a2, . . . , an > 0 и
n∏

i=1

ai = b . Доказать, что сумма

a1 + a2 + . . .+ an минимальна тогда и только тогда, когда выполняются
равенства: a1 = a2 = . . . = an = n

√
b .

6.42. Найти минимальное значение функции f(x) , если:

a) f(x) = x+ a/x и x, a > 0 ;

b) f(x) =
x3 + x+ 2

x
и x > 0 .

6.43. Найти максимальное значение функции f(x) , если:

a) f(x) = (1− x)3(1 + 3x) и x ∈ (−1/3; 1) ;

b) f(x) = x2
√

4− x2 и x ∈ [−2; 2] .

6.44. Найти минимальное значение функции f(x) = axn +
b

xm
, если

x ∈ (0;∞) ; a и b — фиксированные положительные числа, m и n —
натуральные.

6.45. Известно, что уравнение x4−4x3+ax2+bx+1 = 0 имеет четыре
положительных корня. Найти a и b .



Глава 7

Отображения, функции

7.1. Отображения. Мощность множества

Группа А

Установить биекцию между множествами A и B :

7.1. A = Z, B = N .

7.2. A = {x ∈ Z|x = k2, k ∈ N} , B = N .

7.3. A = {x ∈ R|0 6 x 6 1} , B = {x ∈ R|a 6 x 6 b, b > a} .

7.4. A = R , B = {x ∈ R||x| < 1} .

7.5. A = {x ∈ R|0 < x < 1} , B = {x ∈ R|a 6 x 6 b, b > a} .

7.6. A = {(x, y)|x2 + y2 6 1} , B = {(x, y)||x| 6 1, |y| 6 1} .

7.7. A = {(x, y)|x2 + y2 < 1} , B = {(x, y)|x2 + y2 6 1} .
Пусть задано отображение A1 и A2 — подмножества X, а B1 и B2 —

подмножества Y.

7.8. Доказать, что f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2) .

7.9. Доказать, что f(A1 ∪ A2) = f(A1) ∪ f(A2) .

7.10. Доказать, что f(A1 ∩ A2) ⊆ f(A1) ∩ f(A2) .

7.11. Построить пример, что f(A1 ∩ A2) 6= f(A1) ∩ f(A2) .

7.12. Доказать, что множество A конечно в том и только в том случае,
если каждое линейное упорядочение на A является полным порядком.
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7.13. Пусть X,6 — вполне упорядоченное множество. При x1, x2 ∈ X

положим x1 4 x2 , если x2 < x1 . Показать, что 4 — вполне упорядочение
в том и только в том случае, если множество X конечно.

7.14. Доказать, что если множества A \ B и B \ A равномощны, то
множества A и B тоже равномощны.

7.15. Построить пример: множества A и B равномощны, а множества
A \B и B \A не равномощны.

7.16. Построить пример: |A1| = |B1| и |A2| = |B2| , но |A1 ∩ A2| 6=
6= |B1 ∩B2| .

7.17. Доказать, что любое счетное множество можно представить как
объединение двух непересекающихся счетных подмножеств.

7.18. Доказать, что объединение двух счетных множеств счетно.

7.19. Доказать, что объединение конечного числа счетных множеств
счетно.

7.20. Доказать, что если множество X несчетно, а его подмножество
A счетно, то множество X \ A несчетно.

7.21. Доказать, что объединение счетного семейства счетных мно-
жеств счетно.

7.22. Доказать, что множество N2 счетно.

7.23. Доказать, что декартов квадрат счетного множества является
счетным множеством.

7.24. Пусть на счетном множестве задано произвольное отображение.
Доказать, что множество значений этого отображения счетно.

7.25. Доказать, что множество всех конечных подмножеств счетного
множества счетно.

7.26. Пусть X — бесконечное множество. Показать, что существует
множество Y ⊆ X , для которого |X| = |Y | = |X\Y | .

7.27. Пусть множество X несчетно, а его подмножество A счетно.
Доказать, что |X| = |X\A| .

7.28. Доказать, что множество всех рациональных чисел счетно.

7.29. Доказать, что множество всех иррациональных чисел несчетно.
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7.30. Доказать, что счетно множество всех интервалов с рациональ-
ными концами.

7.31. Доказать, что счетно множество всех многочленов от конечного
числа переменных с рациональными коэффициентами.

7.32. Пусть A — множество треугольников на плоскости, вершины
которых имеют рациональные координаты. Доказать, что |A| = |N| .

7.33. Пусть A — множество непересекающихся треугольников на
плоскости. Доказать, что |A| = |N| .

7.34. Пусть A — множество алгебраических чисел. Доказать, что
|A| = |N| .

7.35. Доказать, что если расстояние между любыми двумя точками
множества A на плоскости больше 1, то |A| 6 |N| .

7.36. Назовем восьмеркой множество точек двух касающихся внеш-
ним образом окружностей, радиусы которых могут быть различны. До-
казать, что множество попарно непересекающихся восьмерок, лежащих
на фиксированной плоскости, не более чем счетно. В то же время су-
ществует несчетное множество непересекающихся пятерок, лежащих на
фиксированной плоскости.

7.37. Является ли несчетным множество на плоскости, состоящее из
попарно непересекающихся:

c) окружностей;
d) фигур, имеющих вид буквы Т;
e) фигур, имеющих вид буквы Г.

7.38. Пусть f : X → Y — отображение, A ⊆ X и B ⊆ Y . Показать,
что f

(
A ∩ f−1(B)

)
= f(A) ∩B .

7.39. Пусть {Si; i ∈ N} — последовательность непустых конечных
множеств Si и при каждом i ∈ N задано отображение φi : Si+1 → Si .
Показать, что можно выбрать ai ∈ Si так, чтобы при всех i ∈ N было:
φi(ai+1) = ai .

7.40. Доказать, что если каждое счетное подмножество линейно упо-
рядоченного множества X вполне упорядочено, то и все множество X

вполне упорядочено.
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Группа Б

7.41. Пусть A,6 — вполне упорядоченное множество. Определим
упорядочение ≪ на квадрате A×A следующим образом. Пусть (x1, y1) ,
(x2, y2) ∈ A×A . Если max{x1, y1} < max{x2, y2} , то полагаем (x1, y1) ≪
≪ (x2, y2) . Пусть max{x1, y1} = max{x2, y2} . Положим (x1, y1) ≪ (x2, y2) ,
если x1 < x2 либо если x1 = x2 и y1 < y2 . Доказать, что A × A,≪ —
вполне упорядоченное множество. Оно называется канторовым квадра-

том упорядоченного множества A,6 .

7.42. Пусть N,6 — натуральный ряд. Показать, что канторов квадрат
N×N,≪ множества N,6 подобен N,6 . (Два упорядоченных множества
называются подобными, если существует сохраняющая порядок биекция
между ними.)

7.43. Пусть Ox и Oy — оси декартовой системы координат на плос-
кости Π и A ⊆ Π , A — счетное множество. Показать, что множество A
можно представить в виде A = B∪C , где B пересекается с каждой пря-
мой, параллельной оси Ox , по конечному множеству, а C пересекается
с каждой прямой, параллельной оси Oy , по конечному множеству.

7.44. Двоичной последовательностью называется последовательность,
состоящая из нулей и единиц, т.е. последовательность ε = {εk} , где εk ∈
{0, 1} при любом k ∈ N . Множество всех двоичных последовательностей
будем обозначать буквой Ξ . Пусть также P(N) — система всевозможных
подмножеств множества N . Доказать, что:

a) множества Ξ и P(N) равномощны;
b) множества Ξ× Ξ и Ξ равномощны.

7.45. Доказать, что множество Ξ имеет мощность континуума (по
определению |R| = c — мощность континуума).

7.46. Доказать, что множества R2 и R3 имеют мощность континуума.

7.47. Доказать, что множество всех последовательностей веществен-
ных чисел имеет мощность континуума.

7.48. Доказать, что множество всех непрерывных функций, заданных
на отрезке [a; b] , имеет мощность континуума.

7.49. Существует ли несчетная система ℑ подмножеств множества
N , удовлетворяющая условию A ∩B конечно для любых A,B ∈ ℑ ?
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7.50. После проигрыша всех соревнований Балде бесы (которых было
бесконечно много) решили заняться физкультурой и организовали спор-
тивные секции. В каждую секцию входило лишь конечное число бесов, но
секций было так много, что в любой бесконечной компании бесов можно
было указать по крайней мере двух, записавшихся в одну секцию. Дока-
зать, что за исключением конечного числа бесов-лентяев каждый из бесов
был записан в бесконечное множества секций.

7.2. Свойства числовых функций

Группа А

7.51. Найти области определения функций f1 , f2 , f1+ f2 , если f1 и
f2 заданы формулами:

a) f1(x) =
4
√
3− x, f2(x) =

√
x+ 1;

b) f1(x) =
1

4
√
5x− x2

, f2(x) = tg x;

c) f1(x) = lg(16− x2), f2(x) =
1

1− sinx
;

d) f1(x) = x+
√
x− 1, f2(x) = x−

√
x− 1.

7.52. Найти множество значений функции:

a) f(x) = |x− 1|, x ∈ [0; 5];
b) f(x) = x+ signx, x ∈ R;

c) f(x) = 5− 12x− 2x2, x ∈ [−4; 1];
d) f(x) = x+ 1

x, x ∈ (0;∞);

e) f(x) =
x2 + 4

x
, x ∈ (−∞; 0);

f ) f(x) =
x2

x2 + 1
, x ∈ R.
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7.53. Найти множество значений функции, заданной формулой:

a) f(x) = 4
√
x2 − 1; b) f(x) =

√

x(4− x);

c) f(x) =

√

9x2 + 1

x
; d) f(x) = ax + b

x
, ab > 0;

e) f(x) = ax+ b
x, ab < 0; f ) f(x) =

x2 + 2x− 2

x2 − x+ 1
.

7.54. Найти композиции f◦g и g◦f и указать их области определения
для функций, заданных формулами:

a) f(x) = x2, g(x) =
√
x; b) f(x) = g(x) =

√
1− x2;

c) f(x) = 10x, g(x) = lg x; d) f(x) = x5, g(x) = x+ 5;

e) f(x) =

{
x, x ∈ [0;∞),

0, x ∈ (−∞; 0),
g(x) =

{
0, x ∈ [0;∞),

x2, x ∈ (−∞; 0).

7.55. Какие из следующих функций являются четными, какие нечет-
ными, а какие — общего вида:

a) f(x) = |x|, x ∈ R; b) f(x) =
x3

x2 + 1
, x ∈ R;

c) f(x) =
1

1− x5
, x ∈ (−1; 1); d) f(x) =

1

1− x4
, x ∈ (−1; 1);

e) f(x) =

{
x4, x > 0,

x2, x 6 0;
f ) f(x) =

x6

x2 + 1
, |x| 6 1;

g) f(x) = |x+ 1|, x ∈ R; h) f(x) = |x + 1|+ |x− 1|, x ∈ R;

i) f(x) = |10− x| − |10 + x|, x ∈ R?

7.56. Доказать, что произведение двух четных или двух нечетных
функций — функция четная, а произведение четной и нечетной функ-
ций — функция нечетная.

7.57. Продолжить функцию f(x) , x ∈ (0; a) до функций f1(x) и
f2(x) на промежутке (−a; a) так, чтобы f1(x) была четной, а f2(x) —
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нечетной функцией:

a) f(x) = x, x ∈ (0;∞); b) f(x) = x2, x ∈ (0;∞);

c) f(x) =
√
x, x ∈ (0;∞); d) f(x) = x+ 5, x ∈ (0;∞);

e) f(x) =
√
1− x2, x ∈ (0; 1); f ) f(x) = x2 − 4x+ 3, x ∈ (0;∞);

g) f(x) =
1

x(x+ 1)
, x ∈ (0;∞).

7.58. Являются ли взаимно обратными функции f(x) и g(x) , задан-
ные формулами:

a) f(x) =
x

x + 1
, g(x) =

x

1− x
; b) f(x) = g(x) = 3

√
1− x3;

c) f(x) = 1− 3
√
x, g(x) = (1− x)3; d) f(x) = g(x) =

x+ 1

x− 1
;

e) f(x) = 1 +
√
x, g(x) = (x− 1)2; f ) f(x) = g(x) =

√
1− x2.

7.59. Среди функций указать обратимые (обратные функции задать
формулами):

a) y = 2x− 1; b) y = |x|;
c) y = 1/x3; d) y = x2 + 2x− 3;

e) y =
3
√
x5; f ) y =

√
x− 1;

g) y = signx; h) y = x2 · signx.

7.60. Доказать, что сумма (произведение) ограниченных функций
функций есть ограниченная функция.

7.61. Сформулировать и записать, используя символы ∀ , ∃ , опреде-
ление того, что функция неограничена сверху (снизу).

7.62. Исследовать следующие функции на ограниченность (односто-
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роннюю ограниченность):

a) y = x2 − x− 1, x ∈ [−1; 5]; b) y =
1

x− 10
, x ∈ [0; 5];

c) y =
x3

x4 + 1
, x ∈ R; d) y =

3
√
x4 + 10

x2 + 1
, x ∈ R;

e) y =
x2 − 1

|x3 − 1| , x ∈ R\{1}; f ) y =
3x2 + 6x+ 10
√

0, 1x4 + 1
, x ∈ R;

g) y =
1√

1− x2
, x ∈ (−1; 1); h) y = 1/x, x 6= 0.

7.63. Доказать, что если функция f знакопостоянна на множестве
X , то

max
X

1

f
= 1/min

X
f, min

X

1

f
= 1/max

X
f.

7.64. Доказать, что

inf
X

(
−f(x)

)
= − sup

X
f(x).

7.65. Найти sup
X

f , inf
X

f , а также max
X

f , min
X

f , если последние су-

ществуют:

a) f(x) =
x2 + 1

x
, X = (0;∞); b) f(x) =

x2 + 1

x
, X = (−∞; 0);

c) f(x) =
x2

x2 + 1
, X = R; d) f(x) =

x2

x2 − 4
, X = [−2; 2) ∪ (2; 3];

e) f(x) = {x}, X = R; f ) f(x) =
cosx

1 + cosx
;

g) f(x) =
√

1
2 − sin x; h) f(x) = 4 sin2 x− 12 sinx+ 5;

i) f(x) = tg2 x+ ctg2 x; j ) f(x) = arctg (1/x).

7.66. Доказать, что строго монотонная функция взаимно однозначна.
Показать, что обратное утверждение не верно.
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7.67. Доказать, что сумма двух строго возрастающих (убывающих)
функций, заданных на одном и том же множестве, является строго воз-
растающей (убывающей) функцией на данном множестве.

7.68. Доказать, что если функции f и g строго возрастают (убывают)
на множестве X и положительны на этом множестве, то fg также стро-
го возрастает (убывает) на X ; функция 1/f , напротив, строго убывает
(возрастает) на этом множестве. Показать, что условие положительности
функций существенно.

7.69. Доказать, что композиция двух строго возрастающих (убываю-
щих) функций является строго возрастающей (убывающей) функцией.

7.70. Исследовать на монотонность следующие функции:

a) f(x) = (2/3)1/x; b) f(x) = 3|x|;

c) f(x) = 21−x − 2x−1; d) f(x) = lg(1 + x3);

e) f(x) = lgx 10; f ) f(x) = ln(4x− x2);

g) f(x) = lg0,5
x

x+1; h) f(x) = arccos |x|;
i) f(x) = sin x√

1+x2 ; j ) f(x) = arctg (1/x);

k) f(x) = cos x2

1+x2 ; l) f(x) = arctgx− x.

7.71. Доказать, что если функция f(x) периодична с периодом T ,
то функция f(ax+ b) при a 6= 0 периодична с периодом T/a .

7.72. Исследовать на периодичность (с нахождением основного пери-
ода, если он существует) функции:

a) y = sin 3x; b) y = 6 cos(3πx/4);

c) y = tg(3x+ 5); d) y = sin2(x− 1);

e) y = | tg x+ ctg 2x|; f ) y = cos 2x cos 6x;

g) y = {x}; h) y =

{
1, x ∈ Q

0, x ∈ R\Q.

7.73. Доказать, что если отношение периодов периодических функций
f и g является рациональным числом, то функции f + g и fg перио-
дичны.
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7.74. Привести пример непериодических функций f и g таких, что
функции: a) f + g , b) fg периодичны и имеют основной период.

7.75. Существует ли функция, для которой каждое иррациональное
число является периодом, а каждое рациональное — не является?

7.76. График функции y = f(x) , x ∈ R симметричен относительно
каждой из прямых x = a и x = b , a 6= b . Доказать, что y = f(x) —
периодическая функция и найти ее период.

7.77. График функции y = f(x) , x ∈ R симметричен относительно
точки A(a, b) и прямой x = c ( c 6= a ). Доказать, что y = f(x) —
периодическая функция и найти ее период.

7.78. Доказать, что сумма, произведение и композиция конечного чис-
ла четных функций есть функция четная.

7.79. Доказать, что сумма, композиция конечного числа нечетных
функций есть функция нечетная. Показать, что произведение нечетного
числа нечетных функций также является нечетной функцией.

7.80. Доказать, что обратная (если она существует) к нечетной функ-
ции — нечетная функция.

7.81. Может ли функция, обратная к данной, быть четной функцией?

7.82. Представить функцию в виде суммы четной и нечетной функ-
ций:

a) y = (x+ 1)3; b) y =
x− 3

x4
;

c) y =
1

x− 1
, |x| < 1; d) y = sin(x+ 1);

e) y = |x− 1|; f ) y = ax;

g) y = ln(1 + ex); h) y = sin(x3 + x2);

i) y = tg(x− 5); j ) y = arccosx.

7.83. Доказать, что всякая функция, определенная на симметричном
относительно начала координат множестве, представима в виде суммы
четной и нечетной функций.

7.84. Может ли сумма четной функции с функцией общего вида быть:
a) четной, b) нечетной?
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Группа Б

7.85. Пусть f(x) =
x

ax + b
и g(x) =

x
√

a2 + x2
. Найти:

a) f ◦ f ◦ f(x); b) g ◦ g ◦ g(x);
c) f ◦ f ◦ . . . ◦ f(x) (n композиций);
d) g ◦ g ◦ . . . ◦ g(x) (n композиций).

7.86. Найти какую-либо функцию f , удовлетворяющую условию:

a) f(x− 2) =
1

x+ 1
, x ∈ R, x 6= −1;

b) f
(
1
x

)
= x2 + 1, x ∈ R, x 6= 0;

c) f
(
x−1
x+1

)
= x, x ∈ R, x 6= −1;

d) f
(
x+ 1

x

)
=

x4 + 1

x2
, x ∈ R, x 6= 0;

e) f
(
x2
)
= 1−

∣
∣x3
∣
∣ , x ∈ R.

7.87. Выразить через элементарные функции обратные функции к
заданным:

a) y = 2 sin 3x, x ∈ [π/6; π/2]; b) y = 2arcsin (x/2), |x| 6 2;

c) y = tg x, x ∈ (π/2; 3π/2); d) y = ctg x, x ∈ (−π; 0);

e) y = arcsin
√
1− x2, x ∈ [−1; 0]; f ) y = arcsin

√
1− x2, x ∈ [0; 1];

g) y = arctg (1/x), x ∈ R\{0}; h) y = arcctg (1/x), x ∈ R\{0}.

7.88. Доказать, что график функции

y = arccos
(
2 sin2(x/2)

)
, x ∈ [0; π]

симметричен относительно прямой y = x .

7.89. Доказать, что график функции y = ln(1 − ex) симметричен
относительно прямой y = x .

7.90. Доказать, что если n — нечетное натуральное число, p > 0 ,
q ∈ R , то функция y = xn + px+ q обратима.



94 Глава 7. Отображения, функции

7.91. При каких условиях на a , b , c , d функция y =
ax + b

cx+ d
обратна

самой себе?

7.92. Пусть a и b — такие числа, что область определения функции
y = ln(a + bex) — непустое множество. При каких a и b эта функция
обратна самой себе?

7.93. При каких a обратима функция

y = (a− 1)|x− 1|+ (a+ 1)|x+ 1|+ x?

7.94. При каких условиях на a , b , c функция

y = arctg (a+ b tg x) + c, x ∈ (π/2; 3π/2)

совпадает со своей обратной?

7.95. Привести пример функции, определенной на отрезке и неогра-
ниченной в любой окрестности каждой точки этого отрезка.

7.96. Функцию f(x) , x ∈ (a; b) называют строго возрастающей в
точке x0 ∈ (a; b) , если найдется такое δ > 0 , что f(x) < f(x0) для всех
x ∈ (x0 − δ; x0) и f(x) > f(x0) для всех x ∈ (x0; x0 + δ) . Показать, что
из строго возрастания функции f на (a; b) следует строгое возрастание
f в каждой точке этого интервала. Построить пример функции, строго
возрастающей в некоторой точке x0 , но не являющейся монотонной ни
на какой окрестности этой точки.

7.97. Доказать, что функция f является периодической, если суще-
ствует такое число T 6= 0 , что для любого x ∈ D(f) верно x±T ∈ D(f) ,
а также выполнено одно из следующих условий:

a) f(x+ T ) = −f(x); b) f(x+ T ) =
1

f(x)
;

c) f(x+ T ) =
f(x) + a

bf(x)− 1
; d) f(x+ T ) =

1

1− f(x)
.

Найти период функции f .
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7.3. Расположение корней квадратного трехчлена

7.98. Пусть x1 и x2 – корни уравнения x2 + px + q = 0 . Найдите:

a) x1
2+x2

2 , b) x1
3+x2

3 , c)
1

q − x1
+

1

q − x2
, d)

x1

x2
+

x2

x1
, e)

1√
x1

+
1√
x2

.

7.99. Найти все значения параметра a , при которых сумма квадра-
тов корней уравнения x2 − ax + a + 7 = 0 равна 10 (и при этом корни
существуют).

7.100. Составить квадратное уравнение с рациональными коэффици-

ентами, один из корней которого равен

√
3−

√
5√

3 +
√
5

.

7.101. Найти все значения параметра a , при которых единственный

корень имеет уравнение
x2 − (2a+ 1)x+ a2 + a

x− 2
= 0 .

Найти все значения параметра a , при которых уравнения (7.102 —
7.103) имеют корни и определить знаки корней:

7.102. x2 − 2(a− 1)x+ 2a+ 1 = 0 .

7.103. (a− 3)x2 − 2(3a− 4)x+ 7a− 6 = 0 .

7.104. Найти все значения параметра a , при которых квадратный
трехчлен (a2 − 1)x2 + 2(a− 1)x+ 2 положителен для любого x .

7.105. Найти все значения параметра a , при которых один из корней
уравнения ax2 + x+ 1 = 0 больше 2 , а другой меньше 2 .

7.106. При каком значении параметра a один корень уравнения
x2 − (3a+ 2)x+ 2a− 1 = 0 больше 1 , а другой меньше 1 ?

7.107. Найти все значения a , для которых один корень уравнения
2ax2 − 2x− 3a− 2 = 0 больше 1 , другой меньше 1 ?

7.108. Найти все значения параметра a , при которых корни урав-
нения (1 + a)x2 − 3ax + 4a = 0 больше единицы (и при этом корни
существуют).

7.109. При каких значениях параметра a оба корня уравнения
ax2 − 2(2a− 1)x+ 2− 3a = 0 больше 1 ?

7.110. При каких значениях a существует единственный корень урав-
нения x2 − ax + 2 = 0 , удовлетворяющий условию 1 < x < 3 ?
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7.111. При каких значениях a уравнение (a− 1)x2− 2ax+2− 3a = 0

имеет единственное решение, удовлетворяющее неравенству x > 1 ?

7.112. При каких значениях a уравнение (a− 1)x2− (a+1)x+ a = 0

имеет единственное решение, удовлетворяющее условию 0 < x < 3 ?

7.113. При каких a уравнение 2x2 − 2(2a+ 1)x+ a(a− 1) = 0 имеет
два корня x1 и x2 , причем x1 < a < x2 ?

7.114. Сколько корней меньше 1 в зависимости от параметра a имеет
уравнение (1 + a)x2 − 3ax+ 4a = 0 ?

7.115. Найдите все значения a , при которых все корни уравнения
x2 + x+ a = 0 больше a (и при этом корни существуют).

7.116. При каких a все корни уравнения x2 − 2ax + a2 − a = 0
расположены на отрезке [−2, 6] (и при этом корни существуют)?

7.117. При каких a все корни уравнения x2 − 2ax + a2 − 2 = 0
расположены на отрезке [2, 5] (и при этом корни существуют)?

7.118. Сколько решений в зависимости от a имеет система |x| 6 1 ,
4x2 − 2x+ a = 0 ?

7.119. Сколько решений в зависимости от a имеет система |x| < 2 ,
x2 − 2ax− 1 = 0 ?

7.120. При каких a оба корня уравнения x2−ax+2 = 0 принадлежат
интервалу (0; 3) ?

7.121. При каких значениях параметра a для всех x , таких, что
1 < x < 2 , выполняется неравенство x2 + ax + a2 + 6a < 0 ?

7.122. При каких a из x < 1 следует, что 1− ax2 > 0 ?

7.123. При каких значениях параметра a при любом x меньше 2
выполняется неравенство ax2 + (a+ 1)x− 3 < 0 ?

7.124. Найти все значения a , для которых неравенство x2−ax+a > 0
верно при всех |x| < 1 .

7.125. Для каких a неравенство (x−3a)(x+2a+1) < 0 выполняется
для всех x , таких, что 1 6 x 6 3 ?

7.126. Для каких a неравенство
x2 + a2

a(x+ 6)
> 1 выполняется для всех

x , таких, что −1 6 x 6 1 ?
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7.127. Для каких a неравенство x2 + ax − 7a < 0 выполняется при
всех 1 < x < 2 ?

7.128. При каких значениях параметра a , если выполняется неравен-
ство x2−a(1+a2)x+a4 < 0 , то выполняется неравенство x2+4x+3 < 0 ?

7.129. При каких значениях параметра a все решения неравенства
ax2 − 2x− a(a2 + 2) < 0 удовлетворяют также неравенству x2 6 9 ?

7.4. Функциональные уравнения и неравенства

Группа А

7.130. f(x− 2) =
1

x+ 1
. 7.131. f

(
1

x

)

= x2 + 1.

7.132. f

(
x− 1

x+ 1

)

= x. 7.133. f

(

1 +
1

x

)

= x2 − 1, x 6= 0.

7.134. f

(
3x− 1

x+ 2

)

=
x + 1

x− 1
, x 6= 0,−2 .

7.135. f

(

x+
1

x

)

=
x4 + 1

x2
. 7.136. f

(
x2
)
= 1− |x|3.

7.137.

{
f(2x+ 1) + g(x− 1) = x,

f(2x+ 1)− 2g(x− 1) = 2x2.

7.138.

{
f(4x+ 3) + xg(6x+ 4) = 2,

f(2x+ 1) + g(3x+ 1) = x + 1.

7.139.







f(x+ 1) + xg(x+ 1) = 2x,

f

(
x+ 1

x− 1

)

+ g

(
x+ 1

x− 1

)

= x− 1.

7.140.

{
f(3x− 1) + g(6x− 1) = 3x,

f(x+ 1) + x2g(2x+ 3) = 2x2 + x.

7.141.

{
f(2x+ 2) + 2g(4x+ 7) = x− 1,

f(x− 1) + g(2x+ 1) = 2x.

7.142.







f(2x− 1) + g(x− 1) = x+ 1,

f

(
x

x+ 1

)

+ 2g

(
1

2x+ 2

)

= 3.
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7.143. f(x) + 2f

(
1

x

)

= x .

7.144. (x− 1)f(x) + f

(
1

x

)

=
1

x− 1
.

7.145. f(x) + xf

(
x

2x− 1

)

= 2 .

7.146. 2f

(
x

x− 1

)

− 3f

(
3x− 2

2x+ 1

)

=
13x− 4

2x− 3x2
.

Группа Б

7.147. Функция f(x) определена на R , и для любых действительных
чисел x1, x2 выполнено равенство f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) . Доказать,
что f(x) = ax .

7.148. Пусть функция f(x) определена на R и удовлетворяет усло-
вию f(x + T ) = f(x) + a для любого действительного x . Доказать, что

f(x) можно представить в виде f(x) = ϕ(x) +
a

T
x , где ϕ(x) – периоди-

ческая функция.

7.149. Пусть функция f(x) определена на R и удовлетворяет усло-
вию f(x+ T ) = f(x) + ax для любого действительного x . Доказать, что

f(x) можно представить в виде f(x) = ϕ(x) +
a

2T
(x2 − Tx) , где ϕ(x) –

периодическая функция.

7.150. Существует ли функция f : R → R , удовлетворяющая нера-
венству f(x2)− f(x)2 > 1/4 для всех x ?

7.151. Найти все функции f : R → R , удовлетворяющие при любых
x и y неравенствам f(x) 6 x и f(x+ y) 6 f(x) + f(y) .

7.152. Найти все функции f : R → R , удовлетворяющие при любых

x и y (x+ y 6= 0 ) условию f(xy) =
f(x) + f(y)

x+ y
.

7.153. Найти все функции f : R → R , удовлетворяющие при любых
x и y (x+ y 6= 0 ) условию xf(y) + yf(x) = (x+ y)f(x)f(y) .



Глава 8

Многочлены

Группа А

Найти наибольший общий делитель многочленов:

8.1. f = x5 − 6x3 + 2x2 − 4, g = x2 − x+ 1;

8.2. f = x7 − 1, g = x3 + x+ 1;

8.3. f = x4 + x2 + 1, g = x2 + 5;

8.4. f = x6 − 64, g = x2 + x + 1 .

8.5. При каких a и b система имеет решение:
{

x4 + 3x3 − 2x2 + ax + b = 0,
x3 − 3x2 + 2 = 0?

8.6. Чему равен коэффициент a , если остаток от деления многочлена
x4 − ax3 + 4x2 − x+ 1 на x− 2 равен 7 ?

8.7. Какую кратность имеет корень x = 2 многочлена f(x) = x5 −
−5x4 + 7x3 − 2x2 + 4x− 8 ?

8.8. Найти целые корни многочлена x5−15x4+76x3−140x2+75x−125
и установить их кратность.

8.9. Определить a и b так, чтобы число −2 было корнем многочлена
x5 + ax2 + bx+ 1 по крайней мере второй кратности.

Найти целые корни многочленов:

8.10. x5 − 2x3 − 8x2 + 13x− 24;
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8.11. x5 − 2x4 − 4x3 + 4x2 − 5x+ 6;

8.12. x4 + 2x3 − 12x2 − 38x− 24;

8.13. x5 + x4 − 6x3 − 14x2 − 11x− 3 .

Разложить на множители многочлены:

8.14. x3 − x2 − 28x+ 45;

8.15. x3 − 6x2 − x+ 30;

8.16. x3 + 9x2 + 23x+ 15;

8.17. x3 − 10x2 + 23x− 14;

8.18. x3 − 6x2 + 11x− 6;

8.19. x4 − 7x3 + 8x2 + 28x− 8;

8.20. (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4)− 24;

8.21. (x+ 1)(x+ 3)(x+ 5)(x+ 7) + 15 .

Решить уравнения:

8.22. x4 + (1− x)4 = a ;

8.23. (x+ a)(x+ 2a)(x+ 3a)(x+ 4a) = c4 ;

8.24. x4 − 2x3 + x = a ;

8.25. x4 + 4a3x = a4 ;

8.26. x2 + 1
x2 + 2

(
x+ 1

x

)
= 142

9
.

Решить уравнения:

8.27. x4 + x3 − 4x2 + x+ 1 = 0;

8.28. 6x4 + 5x3 − 38x2 + 5x+ 6 = 0;

8.29. 3x3 − 7x2 − 7x+ 3 = 0;

8.30. 5x4 − 12x3 + 11x2 − 12x+ 5 = 0;

8.31. x4 + 5x3 + 4x2 − 5x+ 1 = 0 .

Выразить через элементарные симметрические многочлены:

8.32. x3 + 4x2y + 4xy2 + y3;
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8.33. x5 + 6x4y − 10x3y2 − 10x2y3 + 6xy4 + y5 .

Разложить на множители многочлены:

8.34. 10x4 − 27x3y − 110x2y2 − 27xy3 + 10y4;

8.35. 2x4 + 7x3y + 9x2y2 + 7xy3 + 2y4;

8.36. 2x4 + 3x3y + 6x2y2 + 3xy3 + 2y4;

8.37. 3x4 − 8x3y + 14x2y2 − 8xy3 + 3y4 .

Решить уравнения:

8.38. 5

√
1
2 + x+ 5

√
1
2 − x = 1 ;

8.39. x+
√
17− x2 + x

√
17− x2 = 9 ;

8.40. x 3
√
35− x3(x+ 3

√
35− x3) = 30 ;

8.41. 4
√
x+ 4

√
97− x = 5 ;

8.42. (x− 4, 5)4 + (x− 5, 5)4 = 1 ;

8.43. 1
x−4 +

1
x−5 +

1
x−6 +

1
x−7 = 0 ;

8.44. (x− 1
x
)(x− 4

x
)(x− 9

x
) = (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) ;

8.45. (x− 1)3 + (2x+ 3)3 = 27x3 + 8 ;

8.46. 5x2 + 5y2 + 8xy + 2y − 2x+ 2 = 0 .

Решить системы уравнений:

8.47.

{
x2 + xy + y2 = 49,
x4 + x2y2 + y4 = 931;

8.48.

{
x5+y5

x3+y3 =
31
7 ,

x2 + xy + y2 = 3;

8.49.

{
(x2 + 1)(y2 + 1) = 10,
(x+ y)(xy − 1) = 3;

8.50.

{ 1
x +

1
y = 5

4 ,

xy(x+ y) = 20;

8.51.

{
x3 + y3 + xy(x+ y) = 13,

x2y2(x2 + y2) = 468;
8.52.

{
x2 + y2 = 7 + xy,

x3 + y3 = 6xy − 1;

8.53.

{
x+y
xy + xy

x+y = a+ 1
a ,

x−y
xy + xy

x−y = b+ 1
b ;

8.54.







x+ y − z = 7,
x2 + y2 − z2 = 37,

x3 + y3 − z3 = 1;

8.55.







xyz
x+y = 2,
xyz
y+z =

6
5 ,

xyz
z+x = 3

2 ;

8.56.







xy + z2 = 2,

yz + x2 = 2,
zx + y2 = 2,

x ≤ y ≤ z;
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8.57. Доказать, что многочлен x8− x5 + x2− x+1 не имеет действи-
тельных корней.

8.58. Известно, что x1, x2, x3 — корни уравнения x3 − x2 − 1 = 0 .
Составить уравнение, корнями которого были бы числа x1+ x2 , x2+ x3 ,
x3 + x1 .

8.59. Корни уравнения x3+x2+x+ c = 0 образуют арифметическую
прогрессию. Найти c .

8.60. Найти все λ , при которых уравнения λx3− x2− x− (λ+1) = 0
и λx2 − x− (λ+ 1) = 0 имеют общий корень.

8.61. Разложить на множители (x+ y + z)3 − x3 − y3 − z3 .

Группа Б

8.62. При каком p многочлен x3 + px + 1 делится на многочлен
x2 + x− 1 ?

8.63. Найти корни многочлена 1− x
1!+

x(x−1)
2! +. . .+(−1)nx(x−1)...(x−n+1)

n! .

8.64. При каких A и B многочлен Ax4+Bx3+1 делится на (x−1)2 ?

8.65. Доказать, что многочлен x2n−nxn+1+nxn−1−1 имеет 1 корнем
кратности 3 .

8.66. Доказать, что многочлен 1+ x
1! +

x2

2! + . . .+ xn

n! не имеет кратных
корней.

Разложить на линейные множители многочлен:

8.67. x4 + 4 ;

8.68. x4 − 10x2 + 1 ;

8.69. x4 + 4x3 + 4x2 + 1 .

Разложить на неприводимые множители многочлен над полем дей-
ствительных чисел:

8.70. x4 + 4 ;

8.71. x6 + 27 ;

8.72. x4 + 4x3 + 4x2 + 1;
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8.73. x2n + xn + 1 .

Найти наибольший общий делитель многочлена и его производной:

8.74. (x− 1)3(x+ 1)2(x− 3) ;

8.75. xn+k − xk − xn − 1 ;

8.76. (x− 1)(x2 − 1)(x3 − 1)(x4 − 1) .

8.77. Доказать, что x3n + x3p+1 + x3k+2 делится на x2 + x+ 1 .

8.78. При каком n многочлен x2n + xn + 1 делится на x2 + x+ 1 ?

8.79. При каком λ один из корней уравнения x3−7x+λ = 0 равняется
удвоенному другому?

8.80. Сумма двух корней уравнения 2x3 − x2 − 7x + λ = 0 равна 1 .
Найти λ .

8.81. Решить уравнение xn+ a1x
n−1+ a2x

n−2+ . . .+ an = 0 , зная, что
корни его образуют арифметическую прогрессию.

8.82. Образуют ли корни уравнения 8x3− 12x2− 2x+3 = 0 арифме-
тическую прогрессию?

Решить системы уравнений:

8.83.

{
x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 = 0,

x3 + x2 − x− 1 = 0;

8.84.

{
x5 + x4 − x3 − 3x2 − 3x− 1 = 0,
x4 − 2x3 − x2 − 2x+ 1 = 0.

Определить кратные корни многочленов:

8.85. x6 − 6x4 − 4x3 + 9x2 + 12x+ 4 ;

8.86. x6 − 15x4 + 8x3 + 51x2 − 12x+ 27 ;

8.87. x7 − 3x6 + 5x5 − 7x4 + 7x3 − 5x2 + 3x− 1 .

Найти рациональные корни многочленов:

8.88. x3 − 6x2 + 15x− 14 ;

8.89. x5 − 7x3 − 12x2 + 6x+ 36 ;

8.90. 6x4 + 19x3 − 7x2 − 26x+ 12 ;
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8.91. x5 − 2x4 − 4x3 + 4x2 − 5x+ 6 ;

8.92. 24x5 + 10x4 − x3 − 19x2 − 5x+ 6 .

Решить уравнения над полем действительных чисел:

8.93. x3 − 6x+ 9 = 0 ;

8.94. x3 + 9x2 + 18x+ 28 = 0 ;

8.95. x3 + 24x− 56 = 0 ;

8.96. x3 + 45x− 48 = 0 ;

8.97. x3 + 6x2 + 30x+ 25 = 0 ;

8.98. x3 − 3x2 − 3x+ 11 = 0 ;

8.99. x4 − 2x3 + 2x2 + 4x− 8 = 0 ;

8.100. x4 + 2x3 − 2x2 + 6x− 15 = 0 ;

8.101. x4 − 3x3 + x2 + 4x− 6 = 0 ;

8.102. x4 − x3 − 4x2 + 4x+ 1 = 0 .

Выразить через основные симметрические многочлены:

8.103. x3
1 + x3

2 + x3
3 − 3x1x2x3 ;

8.104. x2
1x2 + x1x

2
2 + x2

2x3 + x2x
2
3 + x2

1x3 + x1x
2
3 ;

8.105. (x1 + x2)(x2 + x3)(x3 + x1) ;

8.106. (x2
1 + x2

2)(x
2
2 + x2

3)(x
2
3 + x2

1) ;

8.107. x5
1x

2
2 + x2

1x
5
2 + x5

1x
2
3 + x2

1x
5
3 + x5

2x
2
3 + x2

2x
5
3 .

8.108. Вычислить сумму квадратов корней уравнения x3+2x−3 = 0 .

8.109. Найти площадь и радиус описанного круга треугольника, сто-
роны которого равны корням уравнения x3 − ax2 + bx− c = 0 .

8.110 ∗ . Доказать, что многочлен a1+a2x+a3y+a4xy+a5x
2+a6y

3+
+a7x

4+a8y
4+a9x

2y2+a10xy
3+a11x

3y не является произведением много-
членов P (x) и Q(y) , если ни один из его коэффициентов не равен нулю.

8.111 ∗ . Найти сумму коэффициентов многочлена, получающегося
после раскрытия скобок и приведения подобных членов в выражении:
(1− 3x+ 2x2)743 · (1 + 3x− 2x2)744 .
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8.112 ∗ . Доказать, что многочлен (x−a)2(x− b)2+1 , где a и b — це-
лые числа, нельзя записать как произведение двух многочленов с целыми
коэффициентами.

8.113 ∗ . Доказать, что при любом простом числе p многочлен
xp−1 + xp−2 + . . .+ 1 не разлагается в произведение многочленов с неот-
рицательными коэффициентами.

8.114 ∗ . Найти целое a , при котором многочлен (x − a)(x − 10) + 1
разлагается в произведение (x + b)(x + c) двух многочленов с целыми
коэффициентами.

8.115 ∗ . Многочлен P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an−1x + an имеет
корни x1, x2, . . . , xn . Найти корни многочленов a0x

n−a1x
n−1+. . .+an−1x+

+(−1)nan и anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 .

8.116 ∗ . Многочлен P (x) при делении на x − 1 , x − 2 , x − 3 дает
в остатке 2 , 1 , 3 соответственно. Найти многочлен, получающийся в
остатке при делении P (x) на (x− 1)(x− 2)(x− 3) .

8.117 ∗ . Доказать, что корни многочлена nxn − xn−1 − x2 − x− 1 по
модулю не превосходят единицы.

8.118 ∗ . Доказать, что многочлен x12 − x9 + x4 − x + 1 не имеет
действительных корней.

8.119 ∗ . Доказать, что если многочлен a0x
n+a1x

n−1+ . . .+an−1x+an
при всех x положителен, то он представляется в виде суммы квадратов
двух многочленов.

8.120 ∗ . При каких a и b многочлен x4+ax3+bx2−8x+1 обращается
в точный квадрат?

8.121 ∗ . При каких a и n многочлен xn − axn−1 + ax− 1 делится на
(x− 1)2 ?

8.122 ∗ . Найти остаток от деления x1959 − 1 на (x2 + 1)(x2 + x+ 1) .

8.123 ∗ . Известно, что все корни уравнения x3 − 2x2 + x+ r положи-
тельны. Какому дополнительному условию должно удовлетворять число
r , если из отрезков, длины которых равны этим корням можно сложить
треугольник?
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8.124 ∗ . Найти все значения параметра a , при которых корни x1, x2, x3

многочлена x3 − 6x2 + ax + a удовлетворяют равенству (x1 − 3)3 +
+(x2 − 3)3 + (x3 − 3)3 = 0 .

8.125 ∗ . Пусть a, b — корни многочлена x4 + x3 − 1 . Доказать, что
ab — корень многочлена x6 + x4 + x3 − x2 − 1 .

8.126 ∗ . Действительные числа a, b, c являются корнями многочлена
x4 − ax3 − bx+ c . Найти эти числа.

8.127 ∗ . Известно, что многочлен axn−axn−1+ c2x
n−2+ . . .+ cn−2x

2−
−n2bx+ b имеет n положительных корней. Найти эти корни.

8.128 ∗ . Пусть P (x) — многочлен с действительными коэффициента-
ми, все корни которого — чисто мнимые числа. Доказать, что все корни
многочлена P ′(x) , кроме одного, также чисто мнимые.

8.129 ∗ . Найти все ненулевые многочлены P (x) , удовлетворяющие
тождеству P (x2) = (P (x))2 .

8.130 ∗ . Найти все ненулевые многочлены P (x) с действительными
коэффициентами, удовлетворяющие тождеству P (x)P (2x2) = P (2x2+x) .

8.131 ∗ . Найти все целые x , при которых многочлен 2x2 − x − 36
принимает значения, равные квадратам простых чисел.

8.132 ∗ . Многочлен P (x) с целыми коэффициентами принимает зна-
чение 2 при четырех различных целых значениях x . Доказать, что ни
при каких целых x он не может принимать значения 1, 3, 5, 7, 9.

8.133 ∗ . Существует ли многочлен P (x) степени n с действительны-
ми коэффициентами, обладающий следующими свойствами:
a) хотя бы один коэффициент — отрицательный;
b) P 2(x) , P 3(x) , . . . , P n(x) — многочлены с положительными коэффи-
циентами.

8.134 ∗ . Доказать, что не существует многочлена P (x) , для которого
при любом действительном x выполнены неравенства P (x) > P ′(x) и
P ′(x) > P ′′(x) .

8.135 ∗ . Доказать, что не существует целых чисел a , b , c , d таких,
что f(19) = 1 , f(52) = 2 , где f(x) = ax3 + bx2 + cx+ d .
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8.136 ∗ . Пусть f(x) = x2−x+1 . Доказать, что для любого натураль-
ного n числа n , f(n) , f(f(n)) — взаимно простые.

8.137 ∗ . Найти наименьшее значение многочлена P (x, y) = 4+x2y4+

+x4y2 − 3x2y2 .

8.138 ∗ . Доказать, что многочлен P (x, y) = 4 + x2y4 + x4y2 − 3x2y2

нельзя представить в виде суммы квадратов двух многочленов.



Глава 9

Комплексные числа

9.1. Арифметика комплексных чисел

Группа А

9.1. Вычислить:

a) i5; b) i8; c) i111;

d) i231; e) i2024; f ) 1/i7.

9.2. Найти число, сопряженное к данному:

a) (1 + i)(2 + i); b) 1/i3; c) (1 + i)2;

d) − 3i; e) 1/i23; f ) (1− i)2.

9.3. Представить число в алгебраической форме:

a) 1/i; b)
1 + i

2i+ 1
; c)

5i

2 + i
;

d) (2i)3; e) (1 + i)8; f ) (1− i)9.

Выполнить действия (9.4 –9.11):

9.4. (1 + i)3 − (1− i)3. 9.5. (2− i)2 + (1 + i)4.

9.6. (1− i)4 + (1 + i)4. 9.7.
1

i7

(

i7 − 1

i7

)

.

9.8. (1− i)(3i+ 1)(1 + 2i). 9.9. (1 + i)(4 + 3i)(2 + i).
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9.10.
2− i

2 + i
+

2 + i

2− i
. 9.11.

3 + i

3− i
+

3− i

3 + i
.

Решить уравнения (9.12 –9.27).

9.12. z4 − 16 = 0. 9.13. z + |z| = 3.

9.14. z2 + z + 5 = 0. 9.15. z2 = z2.

9.16. z3 − 27 = 0. 9.17. z2 + 3z + 4 = 0.

9.18. z3 + i = 0. 9.19. z2 + |z| = 0.

9.20. z4 = z4. 9.21. z = −4z.

9.22.

(
z + i

z − i

)4

= 1. 9.23. z2 + |z|2 = 0.

9.24. z2 − 5z + 7− i = 0. 9.25. z2 − (4 + i)z + 10 + 2i = 0.

9.26. z2 + (2i− 3)z + 5− i = 0. 9.27. iz2 − (1 + i)z + 4i− 7 = 0.

9.28. Найти остаток от деления многочлена z4+2z3− 13z2− 14z+24

на z − i .

9.29. Найти остаток от деления многочлена z4+2z3− 13z2− 14z+24

на z + i .

9.30. Разложить многочлен z4 + 1 на линейные множители.

9.31. Найти все комплексные значения a , при которых уравнение
z2 + (a+ 1)z + a2 = 0 имеет хотя бы один действительный корень.

9.32. Доказать, что комплексное число w =
1− z

1 + z
является чисто

мнимым тогда и только тогда, когда |z| = 1 , z 6= ±1 .

9.33. Доказать, что любое комплексное число a+ bi можно предста-

вить в виде a+ bi = m · c+ i

c− i
, где c,m ∈ R .
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Группа Б

Решить уравнения (9.34 –9.41).
9.34. z6 − z3 − 2 = 0. 9.35. z8 + 2z4 + 1 = 0.

9.36. 16z4 + 4z2 + 1 = 0. 9.37. (z + 1)8 = (z − 1)8.

9.38. z3 − 4z2 − 4z − 5 = 0. 9.39. (z2 + z + 1)(z2 + z + 2) = 12.

9.40. 2|z|+ 1 + ia = 4az, a > 0. 9.41. z|z| + az + i = 0.

9.42. Остаток от деления многочлена Pn(z) степени n (n > 2 ) на
z− i равен A , а при делении на z+ i равен B . Найти остаток от деления
многочлена Pn(z) на z2 + 1 .

9.43. Разложить многочлен z2n−1 (n ∈ N ) на линейные множители.

9.44. Доказать, что для того чтобы корни уравнения z2 + 2z + a = 0

(a ∈ R ) были действительными и неравными по модулю числами, необ-
ходимо и достаточно, чтобы уравнение

(1 + a)(z2 + 2z + a)− 2(a− 1)(z2 + 1) = 0

не имело действительных корней.

9.45. Решить уравнение z4+pz+ q = 0 при условии, что p2−4q < 0 .

9.46. Найти все действительные значения параметра a , для которых
уравнение (a− 1)z4 − 4z2 + a+ 2 = 0 имеет только чисто мнимые корни.

9.47. Найти все действительные значения параметра a , для которых
уравнение (a− 3)z4− 2(3a− 4)z2+7a+6 = 0 имеет только комплексные
корни.

9.48. Найти условия, при которых уравнение z4+pz2+q = 0 (p, q ∈ R )
a) имеет только действительные корни;
b) не имеет действительных корней;
c) имеет чисто мнимые корни.

9.49. Найти общие корни уравнений

z3 + 2z2 + 2z + 1 = 0 и z1982 + z100 + 1 = 0.

9.50. Разложить многочлены на линейные множители:

a) z2n + 1, n ∈ N; b) (z2 + z)2 + 4(z2 + z)− 12;

c) z10 + z5 + 1; d) (z + 1)(z + 2)(z + 3)(z + 4)− 24.
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9.51. Представить многочлен P (z) = z6−z5−2z3+5z2−9z−18 в виде
произведения многочленов первой и второй степени с действительными
коэффициентами.

9.52. Решить уравнение z2 + |z|z + |z|2 = 0 .

9.2. Комплексная плоскость. Формулы Муавра

Группа А

9.53. Найти модуль и аргумент комплексного числа:

a) − i; b)
1

i+ 1
; c) −

√
3

2
+ i

√
3

2
;

d) 2− i; e) (i+ 1)(i− 2); f )
3 + i

4− i
.

9.54. Представить числа в тригонометрической форме:

a) − 4− 4i; b) cosπ/3− i sinπ/3; c) 1 + cosπ/4 + i sinπ/4;

d)
1− i

3 + i
; e) 2 + i sinπ/6; f ) 1− sinα + i cosα.

9.55. Представить числа в алгебраической форме:

a) (2 + i)6; b) (−1 + i
√
3)60;

c) (1 + i)30; d)
(
− cos π

10 − i sin π
10

)15
;

e)

(

1 + i
√
3

i− 1

)20

; f )

(
1 + i

1− i

)100
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
;

g)
1

(
√
3− i)17

; h) (2− 2i)7

(

1 + i
√
3

1− i

)40

.

9.56. Изобразить на комплексной плоскости все точки z , удовлетво-
ряющие условию:

a) |z − 2i− 1| = 2; b) |z| <
∣
∣
∣
z

2

∣
∣
∣+ 1;

c) 2 6 |2z + i| < 3; d) |z − 1| = |z + 2i|;
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e)

∣
∣
∣
∣

z − 1

z + 1

∣
∣
∣
∣
6 1; f ) |z − 1| = |z + 1| = |z − i

√
3|;

g) Im (z2 + z) = 2− Im z; h) 1 < Re z < 2;

i) π/3 < arg(z − i) < π/2; j ) Im (1/z) < −1/2;

k) |z − 1| < |z − i|; l) (1− i)z = (1 + i)z;

m) Im
z − 1 + i

z − 3i
= 0; n) |z − 1|2 + |z + 1|2 = 5;

o) sin |z| > 0; p) Im z2 > 2;

q) lg |z + i| 6 1; r) 1/4 < Re (1/z) + Im (1/z) < 1/2.

9.57. Сколько решений имеет система:

a)

{
|z| = 3,
|z − 1 + i| = 1;

b)

{
|z| = 1,
|z + 3i| = 2;

c)

{
|z| = 1,
|z − 1| = 1?

9.58. Решить систему:

a)

{
z1 − 3z2 = i,
2z1 + z2 = 1;

b)

{
z1 + 2z2 = 1 + i,
3z1 + iz2 = 2− 3i;

c)

{
|z − i| = 1,
|z + 1| = 1;

d)

{
|z − 5− i| = 4,
|z − 9i| = 5.

9.59. Найти наименьшее значение |z| , если |z − 2 + 2i| = 1 .

9.60. Найти |z| , если |z + 1/z| = 2 .

9.61. Решить уравнение (1− i)n = 2n , n ∈ Z .

9.62. Решить систему: z3 + w7 = 0 & z5w11 = 1 .

9.63. Даны два комплексных числа z1 и z2 ( z1 6= z2 ). Доказать, что
подобны два треугольника, вершины которых находятся в точках плос-
кости, соответствующих комплексным числам:

a) 0 , 1 , z1 и 0 , z1 , z1z2 ;
b) 0 , 1 , z2 и 0 , z1 , z1/z2 .

9.64. Как изменится arg z(z − 1) , если точка z описывает против
часовой стрелки вокруг точки O окружность радиуса 2, начиная из точки
z = 2 ?
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9.65. Вычислить и изобразить на комплексной плоскости несколько
первых членов последовательности (1 + i/n)n .

9.66. Используя формулу Муавра, доказать, что:

a) sin 4φ = 8 cos3 ϕ sinϕ− 4 cosϕ sinϕ;

b) cos 4ϕ = 8 cos4 ϕ− 8 cos2 ϕ+ 1;
c) sin 5ϕ = 5 sinϕ cos4 ϕ− 10 cos2 ϕ sin3 ϕ+ sin5 ϕ;

d) cos 5ϕ = cos5 ϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ+ 5 cosϕ sin4 ϕ.

9.67. Пусть Ak (k = 1, 2, . . . , n ) — вершины правильного n -угольника,
вписанного в единичную окружность. Найти:

a) |A1A2|2 + |A2A3|2 + . . .+ |A1An|2 ;
b) |A1A2|2 · |A2A3|2 · . . . · |A1An|2 .

9.68. Доказать, что произведение любых двух корней уравнения
zn − 1 = 0 (n > 2 ) является корнем этого же уравнения.

Группа Б

9.69. Пусть z1 , z2 , z3 — три попарно различных комплексных числа,
t1 , t2 , t3 — положительные действительные числа, причем t1+t2+t3 = 1 .
Доказать, что комплексное число t1z1 + t2z2 + t3z3 находится внутри или
на границе треугольника с вершинами z1 , z2 , z3 .

9.70. Концы отрезка заданы некоторыми комплексными числами z1
и z2 . Найти комплексное число, соответствующее:

a) середине отрезка;
b) точке, делящей отрезок в отношении 1 : 4 , считая от точки z1 .

9.71. Три последовательно взятые вершины параллелограмма нахо-
дятся в точках

a) z1 = 0 , z2 = 1 , z3 = 1 + i ;
b) z1 , z2 , z3 , z1 6= z2 6= z3 , z1 6= z3 .

Найти комплексное число, соответствующее четвертой вершине.

9.72. Центр квадрата находится в точке z0 = 1 + i , а одна из его
вершин — в точке z1 = 1−i . Найти комплексные числа, соответствующие
остальным вершинам квадрата.
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9.73. Найти необходимое и достаточное условие, при котором:
a) три точки, соответствующие трем различным комплексным числам,

лежат на одной прямой;
b) четыре точки, соответствующие четырем попарно различным ком-

плексным числам, лежат на одной окружности.

9.74. Доказать, что корни уравнения

1

z − z1
+

1

z − z2
+

1

z − z3
= 0,

где z1 , z2 , z3 — попарно различные комплексные числа, соответствуют
на плоскости точкам, лежащим внутри треугольника с вершинами z1 , z2 ,
z3 или на его сторонах.

9.75. Найти все значения корня n -ой степени из числа a , если:

a) a = i− 1, n = 3; b) a = 2i, n = 5;

c) a = 3 + 2i, n = 7; d) a = 2− 2
√
3i, n = 2;

e) a = 4− 4
√
3i, n = 5; f ) a = 5, n = 3.

9.76. Используя формулу Муавра, доказать, что:

a) sinϕ + sin 2ϕ+ . . .+ sinnϕ =
sin nϕ

2 · sin (n+1)ϕ
2

sin ϕ
2

;

b) cosϕ+ cos 2ϕ+ . . .+ cosnϕ =
cos nϕ

2
· sin (n+1)ϕ

2

sin ϕ
2

.

9.77. Доказать, что уравнение прямой Ax+By+C = 0 , где A,B, C ∈
∈ R , можно записать в виде az+az+2c = 0 , где a = A+ iB , z = x+ iy .

9.78. Доказать, что множество точек z = x + iy , удовлетворяю-
щих соотношению zz + (1 − i)z + (1 + i)z = 0 , определяет окружность
x2 + y2 + 2x+ 2y = 0 .

9.79. Пусть z1 и z2 — различные комплексные числа и |z1 + z2| =
= |z1−z2| . Доказать, что четырехугольник, вершины которого находятся
в точках плоскости, соответствующих числам 0 , z1 , z2 и z1+z2 , является
прямоугольником.
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9.80. Доказать, что все корни уравнения

1

z − a1
+

1

z − a2
+ . . .+

1

z − an
= 0,

где a1 , a2 , . . . , an — заданные комплексные числа, принадлежат наи-
меньшему выпуклому многоугольнику (рассматриваемому вместе с гра-
ницей), содержащему точки a1 , a2 , . . . , an .

9.81. Доказать, что все корни уравнения

a(z − b)n + c(z − d)n = 0, n ∈ N,

где a , b , c , d — заданные комплексные числа, расположены на одной
окружности или прямой.

9.82. При каких действительных значениях a любое комплексное чис-
ло, удовлетворяющее равенству |z − i

√
2| = (a + 1)2 , удовлетворяет од-

новременно и неравенству |z −
√
2| > a2 − 4a ?

9.83. При каких действительных значениях a хотя бы одно комплекс-
ное число z , удовлетворяющее равенству |z− ai| = a+4 , удовлетворяет
одновременно и неравенству |z − 2| < 1 ?

Найти все числа x ∈ R , удовлетворяющие неравенству (9.84 –9.87):

9.84. |1 + 4i− 2−x| 6 5; 9.85.

∣
∣
∣
∣
∣

1 + i
√
7

4
− cosx

∣
∣
∣
∣
∣
6 1;

9.86. |4i− 1− log2 x| > 5; 9.87. 1− log2
|x + 1 + 2i| − 2√

2− 1
> 0;

9.88. Доказать, что неравенства

log2
3|z − 1| − 2

|z − 1|+ 4
> 1 и |z − 1| > 10

равносильны.

9.89. При всех действительных значениях a > 1 решить уравнение
z + a|z + 1|+ i = 0 .

9.90. Решить уравнение

z4 + (2a+ b)z3 + (a2 + 8a+ 13)z2 + (2a2 + 12a+ 14)z + 2a2 + 8a+ 6 = 0
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(a, b ∈ R ), если известно, что одним из корней этого уравнения является
число i− 1 .

9.91. Решить уравнение

z =

(

2− z + 1

z − 7

)2

,

если известно, что одним из корней этого уравнения является число 3+4i .

9.92. Решить систему







∣
∣
∣
∣

z − 4

z − 6− 5i

∣
∣
∣
∣
= 2,

∣
∣
∣
∣

z − 1 + 4i

z − 8i

∣
∣
∣
∣
=

3

2
.



Глава 10

Тригонометрия

10.1. Задачи на вычисление

Группа А

10.1. Вычислить значения следующих выражений, не пользуясь таб-
лицами, калькулятором:

a) sin 15◦, tg 7◦30′, cos 67◦30′; b) sin 18◦, cos 36◦, sin 42◦;

c) sin 10◦ · sin 50◦ · sin 70◦; d) tg 20◦ · tg 40◦ · tg 80◦;

e) tg 10◦ · tg 50◦ · tg 70◦; f )
1

sin 10◦
−

√
3

cos 10◦
;

g)
1

2 sin 10◦
− 2 sin 70◦; h) cos

π

5
· cos 2π

5
;

i) cos
π

7
· cos 2π

7
· cos 3π

7
; j ) sin

π

10
· sin 3π

10
;

k) sin
3π

10
− sin

π

10
; l) sin 47◦ + sin 61◦ − sin 11◦ − sin 25◦;

m) cos
π

35
· cos 2π

35
· cos 3π

35
· . . . · cos 17π

35
;

n) sin4
π

16
+ sin4

3π

16
+ sin4

5π

16
+ sin4

7π

16
;

o) cos2 73◦ + cos2 47◦ + cos 73◦ · cos 47◦ ;
p) cos 2◦ + cos 38◦ + cos 74◦ + cos 110◦ + cos 146◦ + · · ·+ cos 326◦ .
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10.2. Известно, что α + β = π
4
. Найти (1 + tgα)(1 + tg β).

10.3. Известно, что tgα = 3
4 и угол α лежит в третьей четверти.

Найти tg
α

2
.

10.4. Известно, что 2 tg2 α− 7 tgα + 3 = 0 . Найти sin 2α .

10.5. Известно, что
sin 3α

sinα
=

11

25
. Найти tg

α

2
.

10.6. Известно, что sinx > 0 , cosx < 0 и sinx − cosx =
1 + 2

√
2

3
.

Найти ctg
x

2
.

10.7. Известно, что sinα+sin β = a, cosα+cos β = b . Найти значение

tg
α

2
+ tg

β

2
.

Группа Б

Вычислить суммы:

10.8. cos
2π

7
+ cos

4π

7
+ cos

6π

7
.

10.9. sin x+ sin 2x+ . . .+ sinnx .

10.10. cosx+ cos 2x+ . . .+ cosnx .

10.11. cosα+ cos

(

α+
2π

n

)

+ . . .+ cos

(

α+
(n− 1) · 2π

n

)

.

10.12. sinα+ sin 3α+ . . .+ sin(2n− 1)α .

10.13. cosx+ cos(x+ h) + . . .+ cos(x+ n · h) .

10.14. sin2 x+ sin2 2x+ . . .+ sin2 nx.

10.15. cos2 α + cos2(α+ β) + cos2(α+ 2β) + . . .+ cos2(α+ nβ) .

10.16. sin2 α + sin2(α+ β) + sin2(α+ 2β) + . . .+ sin2(α+ nβ) .

10.17. sin x− sin 2x+ sin 3x+ . . .+ (−1)n−1 sinnx .

10.18. cos3 x+ cos3 2x+ cos3 3x+ . . .+ cos3 nx .

10.19. sin3 x+ sin3 2x+ sin3 3x+ . . .+ sin3 nx .

10.20. cosnx+ n · cos(n− 1)x+ . . .+ Ck
n · cos(n− k)x+ . . .+ 1 .
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10.21. sinnx+ n · sin(n− 1)x+ . . .+ Ck
n sin(n− k) · x+ . . .+ 1 .

10.22. tg x+ 2 tg 2x+ . . .+ 2n−1 tg 2n−1x .

10.23. Найти произведение
(

1 +
1

cos 2x

)(

1 +
1

cos 4x

)

· . . . ·
(

1 +
1

cos 2nx

)

.

10.24. Вычислить значения следующих выражений:

a) 2 arctg
55

37
+ 3 arctg

5

12
; b) arcsin(sin 15);

c) arccos(cos 26); d) sin

(

arctg
3

4
− arccos

12

13

)

;

e) tg
(

3 arcsin 1√
5

)

; f ) ctg

(
1

2
arccos

3√
10

)

;

g) arcsin(x− 1) + 2 arctg

√
2x− x2

x
.

10.2. Задачи на доказательство

Группа А

Доказать справедливость равенств (10.25–10.28):

10.25. cos
π

5
− cos

2π

5
=

1

2
.

10.26.
1− 4 sin 10◦

tg 20◦
= tg 40◦ .

10.27. cos
2π

15
+ cos

4π

15
− cos

7π

15
− cos

π

15
=

1

2
.

10.28. cos
π

35
· cos 2π

35
· cos 3π

35
· . . . · cos 17π

35
=

(
1

2

)17

.

Доказать тождества (10.29–10.35):

10.29. sinα · sin(60◦ − α) · sin(60◦ + α) =
1

4
sin 3α .
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10.30. cosα · cos(60◦ − α) · cos(60◦ + α) =
1

4
cos 3α .

10.31. tgα · tg(60◦ − α) · tg(60 + α) = tg 3α .

10.32. cos

(

45◦ − 3α

4

)

= 4 sin
(

45◦ − α

4

)

·sin
(

15◦ +
α

4

)

·cos
(

15◦ − α

4

)

.

10.33. sin 5α = 16 sinα · sin
(

α− π

5

)

· sin
(

α +
π

5

)

· sin
(

α− 2π

5

)

·

· sin
(

α +
2π

5

)

.

10.34.
1

sin 2x
+

1

sin 22x
+ . . .+

1

sin 2nx
= ctg x− ctg 2nx .

10.35. tgα · tg 2α+ tg 2α · tg 3α+ . . .+ tg(n− 1)α · tgnα =
tg nα

tgα
− n .

Доказать справедливость следующих утверждений, если α, β, γ – внут-
ренние углы треугольника (10.36–10.42):

10.36. cosα+ cos β + cos γ 6
3

2
.

10.37. cos 2α+ cos 2β + cos 2γ > −3

2
.

10.38. sin
α

2
· sin β

2
· sin γ

2
6

1

8
.

10.39. sinα+ sin β + sin γ = 4 cos
α

2
· cos β

2
· cos γ

2
.

10.40. cosα+ cos β + cos γ = 1 + 2 · sinα · sin β · sin γ
sinα + sin β + sin γ

.

10.41. sin3 α + sin3 β + sin3 γ =

= 3 cos
α

2
· cos β

2
· cos γ

2
− cos

3α

2
· cos 3β

2
· cos 3γ

2
.

10.42. Если sinα : sin β : sin γ = 4 : 5 : 6, то cosα : cosβ : cos γ = 12 :

: 9 : 2.

10.43. Доказать, что в треугольнике один из углов равен 60◦ , если

sin 3α+ sin 3β + sin 3γ = 0.
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10.44. Доказать, что cos2 α+cos2 β +cos2 γ +2 cosα · cos β · cos γ = 1

и α, β, γ ∈ (0; π) равносильно α + β + γ = π .

10.45. Доказать, что если

cosα + cosβ + cos γ = 1 + 4 sin
α

2
· sin β

2
· sin γ

2
и α, β, γ ∈

(

0;
π

2

)

,

то α + β + γ = π .

10.46. Доказать, что

cosα · cosβ · cos γ =
1

12
(cos 3α+ cos 3β + cos 3γ),

если cosα + cosβ + cos γ = 0.

10.47. Доказать, что если ctg(α + β) = 0 , то sin(α+ 2β) = sinα .

10.48. Доказать, что если cos(2α+β) = 1 , то tg(α+β)−tgα = 2 tg
β

2
.

10.49. Доказать, что если

cosx

a1
=

cos 2x

a2
=

cos 3x

a3
, то sin2

x

2
=

2a2 − a1 − a3
4a2

.

10.50. Доказать, что если

sin x

a1
=

sin 3x

a3
=

sin 5x

a5
, то

a1 + a5
a3

=
a3 − a1

a1
.

10.51. Доказать, что если α, β, γ ∈ (0; π) , tg(α/2) , tg(β/2) , tg(γ/2)
являются корнями уравнения x3+ px2+x+ q = 0 , то tgα+tg β+tg γ =

= tgα · tg β · tg γ .

10.52. Доказать, что уравнение tg4 x + 2 tg3 x + 2 tg2 x + 1 = 0 не
имеет решений.

10.53. Доказать, что sinα · sin 2α · sin 3α <
3

4
.

Доказать неравенства, если α ∈
(

0;
π

2

)

(10.54–10.55):

10.54. cosα + α sinα > 1.

10.55. sinα > α− α3

4
.
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10.56. Доказать, что tgα · tg β 6
1

3
, если α, β > 0 и α + β = 60◦.

10.57. Доказать, что α− tgα > β − tg β , если 0 < α < β <
π

2
.

10.58. Доказать, что α− sinα < β − sinβ , если 0 < α < β <
π

2
.

10.59. Доказать, что неравенство

−4 6 cos 2x+ 3 sinx 6
17

8

верно для любого x .

10.60. Доказать, что cos
3

6− x
< 0 , если 3x2 − 31x+ 80 < 0 .

10.61. Доказать, что tg nα > n · tgα , если 0 < α <
π

4(n− 1)
, n ∈ N ,

n 6= 1 .

10.62. Доказать, что неравенство | sin kx| 6 k| sinx| верно для любого
натурального числа k .

Группа Б

Доказать справедливость равенств (10.63–10.67):

10.63. arctg
1

2
+ arctg

1

3
=

π

4
.

10.64. 3 arcsin
1

4
+ arccos

11

16
=

π

2
.

10.65. 2 arctg
1

4
+ arctg

7

23
=

π

4
.

10.66. arcsin
4

5
+ arcsin

5

13
+ arcsin

16

65
=

π

2
.

10.67. arctg

√
2 + 1√
2− 1

− arctg

√
2

2
=

π

4
.

Доказать тождества (10.68–10.80):

10.68. arcsinx+ arccosx =
π

2
; x ∈ [−1; 1] .

10.69. arcsin(−x) = − arcsinx, x ∈ [−1; 1] .
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10.70. arccos(−x) = π − arccosx, x ∈ [−1; 1] .

10.71. arctg x+ arcctg x =
π

2
; x ∈ R .

10.72. arcsinx = arccos
√

1− x2 = arctg
x√

1− x2
; x ∈ (0; 1) .

10.73. arctg x = arcctg
1

x
= arcsin

x√
1 + x2

, x > 0 .

10.74. 2 arccosx = arccos(2x2 − 1), x ∈ [0; 1] .

10.75.
1

2
arcsinx = arccos

√
1 + x+

√
1− x

2
, x ∈ [0; 1] .

10.76. sin(arccosx) =
√
1− x2, x ∈ [−1; 1] .

10.77. cos(arctgx) =
1√

1 + x2
.

10.78. arcsin(sinx) = (−1)nπ · (x− πn), n =

[
x

π
+

1

2

]

.

10.79. arctg(tg x) = π ·
{
x

π
+

1

2

}

− π

2
,

{
x

π
+

1

2

}

6= 0 .

10.80.
2x− 1

2
− 1

π
arctg

(

tg
2x− 1

2
π

)

= [x] .

10.81. Доказать, что если x, y ∈ [0; 1] , то
arcsinx+ arcsin y = arccos(

√
1− x2 ·

√

1− y2 − xy) .

10.82. Доказать, что α + β + γ = α · β · γ ,
если arctgα + arctgβ + arctg γ = π .

10.3. Свойства функций и построение графиков

Группа А

10.83. Указать знаки чисел:a) sin 2 ; b) cos 3, 1 ; c) tg 10 ; d) sin π2 ;
e) tg(cos 2) .

10.84. Выяснить, какое из двух чисел больше:
a) sin 5 или sin 6 ; b) cos 7 или cos 8 ;
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c) tg 3 или tg 3◦ ; d) sin 3 или sin 3◦ .

10.85. Выяснить, какое из двух чисел меньше:

a) arcsin
2

3
+ arcsin

3

4
или

π

2
; b) arctg

1

2
или

π

5
;

c) arctg
2

3
или

π

5
; d) arctg

3

4
или

π

5
.

10.86. Выяснить, что больше: tg 208◦ или sin 492◦ ?

10.87. Найти области определения следующих функций:

a) y =
2√

4 sinx · cosx− 1
.

b) y = arctg

(

arcsin
sin x− cosx

sin x+ cosx

)

.

10.88. Найти периоды следующих функций:

a) y = sin 3x; b) y = tg 2x− sin 3x;

c) y = 2 sin
(
π
4
+ x

2

)
; d) y = sin2 x;

e) y = sin(cosx); f ) y = cos(sinx).

10.89. Доказать непериодичность функций:

a) y = cosx2; b) y = sin
√
x;

c) y = cos(x
√
2); d) y = cosx · cos(x

√
2).

10.90. Будут ли периодичны функции:

a) y = 2| sinx|; b) y = cos 3πx− sin 2πx;

c) y = sin 2x · cos 5x · sin 3x; d) y = lg sinx+ lg cosx;

e) y = | sin(arcsinx)|; f ) y = arcsin (sin x) ;

g) y = sin 1
x; h) y = sinx2;

i) y = sin
√
2x+ sin

√
3x; j ) y = sin(

√
2 · x) + sin(

√
3 · x)?

10.91. Доказать, что если y = cosx+sin ax — периодичная функция,
то a — рациональное число.
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10.92. Определить наименьший положительный период функций:

a) y = cos 3x
2 − sin x

3 ; b) y = cos 2x− tg x.

10.93. При каких натуральных значениях n число 3π является пе-

риодом функции y = cosnx · sin 5

n
x ?

10.94. Найти наибольшее и наименьшее значение функции:

a) y =
1

sinx + 4
− 1

cosx− 4
;

b) y = a cosx+ b sinx ;
c) y = a sin2 x+ b sin x · cosx+ c · cos2 x .

10.95. Найти наибольшее значение функции f(x) = sin6 x+ cos6 x .

10.96. Найти наименьшее значение функции y = 1 + 4 sinx − 2x на
отрезке [0; π] .

10.97. Построить графики функций:

a) y = | tg x| − | tg x− 1|+ 2; b) y = tg x · ctg x;
c) y =

√
1 + sin 2x−

√
1− sin 2x; d) y = sin x+ | sinx|;

e) y = (
√
sin2 x−

√
cos2 x)2; f ) y = | sin x|+ | cosx|;

g) y =
sin 2x

√

2(1− cos 2x)
; h) y = tg |x|+ | tg x|;

i) y =
| tg 2x− tg x|
1 + tg x · tg 2x; j ) y =

√

lg |2 sin x|;

k) y =
2| tg x|
1 + tg2 x

; l) y = sin4 x+ cos4 x;

m) y =
√
cos2 x · sin x+

√
sin2 x · cosx; n) y =

1

cosx
;

o) y =

√

1− cosx

2
; p) y = sin x+ sin2 x;

q) y = cosx+ cos2 x.
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Группа Б

10.98. Построить графики функций:

a) y = arctg(tg x); b) y = tg(arctgx);

c) y = cos(arccosx); d) y = cos(arcsinx);

e) y = cos(2 arcsinx).

10.99. Найти максимум функции u = x− y , если tg x = 3 tg y ,

0 < x <
π

2
; 0 < y <

π

2
.

10.100. Найти наибольшее значение выражения
sin x+ sin y + sin(x+ y), если 0 6 x 6 π ; 0 6 y 6 π .

10.101. Изобразить на координатной плоскости множество точек, ко-
ординаты которых удовлетворяют соотношению:

a) cos(x+ y) 6 0; b) cos 2x+ cos 2y > 0;

c) |y| = sin x; d) sin x− sin y = 0;

e) sin(x+ y) = sin(x− y); f ) y + |y| = cosx;

g) y + |y| = tg x+ | tg x|; h) y = |y − sin x|;
i) sin3 x+ cos3 y = 2; j ) sinx + cos y = 2;

k)
√
sin x+ cosx =

√
sin y + cos y; l) sin x > y;

m) sin x+ sin y =
x

|x| +
y

|y| ; n) |y|+ y > sin x;

o) |y − sinx| 6 |y − cosx|; p) sin x > cos y;

q) x >
| tg y|

1− tg2 y
.

10.102. На координатной плоскости изобразить все точки (x, y) , для
которых выражение

(

2 cos t+
1

2
cosx · cos y

)

cosx · cos y + 1 + cosx− cos y + cos 2t

положительно при всяком t .
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10.103. На координатной плоскости изобразить все точки (x, y) , для
которых найдется хотя бы одно t , при котором значение выражения

sin2 t · cos2 x+ cos2 t · sin2 x+
sin 2x · sin 2t

2
+ 2(cos 2x+ cos y)

отрицательно.

10.4. Уравнения

Группа А

Решить уравнения (10.104 — 10.177)

10.104. cos 2x+ 2 sin 2x =
2
√
3 + 1

2
. 10.105. cos2 4x+ sin2 3x = 1 .

10.106. tg 3x− tg x · tg(60◦+x) = 0 . 10.107. 8 cosx =

√
3

sin x
+

1

cosx
.

10.108.
sin(π tg x)

cos(π ctg x)
+

cos(π tg x)

sin(π ctg x)
= 0 .

10.109. 3 sin(x− 60◦) + 4 sin(x+ 30◦) + 5 sin(5x+ 30◦) = 0 .

10.110. 2 cos2 x =
√

sin2 x− 16 sin2 x cos2 x cos2 2x+ cos2 x .

10.111. sin10 x+ cos10 x =
29

16
cos4 2x .

10.112. 4(sin20 x+ cos20 x) + (sin4 x+ cos4 x)3 · (2 sin4 x cos4 x−
− 3(sin8 x+ cos8 x)) = 0 .

10.113. cos2
πx

4
+
√

3x2 − 17x− 6 = 0 .

10.114. sin x− cosx =
√
1− tg x . 10.115.

√
1− cos 2x = sin 2x .

10.116.
√
2 · cosx =

√

−3
√
3 sin x− 4 .

10.117. (1− sin x) · (tg2 x− 3) = 0 .

10.118. cosx · cos 2x · cos 4x =
1

8
.

10.119. 3 sin2 x · cos
(
3π

2
+ x

)

+ 3 sin2 x cosx− sinx · cos2 x−

− sin2
(

x− π

2

)

· cosx = 0 .
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10.120. 3 cos2
(x

2
− π

4

)

− 2 cosx = 4 .

10.121.
√
1 + sin x−

√
1− sinx = 1 + cosx .

10.122. | sinx|+ | cosx| = 1, 4 . 10.123. tg
(

x+
π

4

)

= −9 ctg2 x− 1 .

10.124.
1

sinx+ cosx
= tg x+ ctg x .

10.125. cosx+ sin x = cos3 x+ sin3 x .

10.126. cos8 x+ sin8 x =
17

32
. 10.127.

√
1 + cosx = sinx.

10.128.
√
2 sin2 x+ 2 sinx = 0. 10.129. 2 sinx = | cosx|.

10.130. | sin x|+ | cosx| = 1. 10.131. lg sin x = lg cosx.

10.132. log2 sinx + log2 cosx = −2. 10.133. log2 cosx sinx = 2.

10.134. (cosx)sinx = 1. 10.135. (2 sinx)cosx = 1.

10.136. sin

(√
x+

√
−x

2

)2

= sin
x

2
.

10.137. sinx+ sin2 x+ cos3 x = 0 .

10.138. cosx−
√
3 sin x = cos 3x .

10.139.
sin3 x

2 − cos3 x
2

2 + sin x
=

1

sinx
.

10.140. | ctg x| = ctg x+
1

sin x
.

10.141. sin
2x+ 1

x
+ sin

2x+ 1

3x
− 3 cos3

2x+ 1

3x
= 0 .

10.142. 8 cos6 x = 3 cos 4x+ cos 2x+ 4 .

10.143. tg x+ tg 2x+ tg 3x = 0 .

10.144. 2 sin
(

3x+
π

4

)

=
√

1 + 8 sin 2x · cos2 2x .

10.145. cos2 x− 2 cosx = 4 sinx− sin 2x .

10.146. 2 sin 3x− 1

sin x
= 2 cos 3x+

1

cosx
.

10.147. cos 3x− cos 2x = sin 3x .
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10.148. cos2 7x+ sin2 6x = 0 .

10.149. cosx + cos 2x+ cos 4x = 0 .

10.150. 3 cosx = 13 sin
2x

3
+ 17 cos

x

3
.

10.151. tg x + 2 tg 2x+ 3 ctg 3x+ 4 ctg 4x = 0 .

10.152. cos 3x · tg 5x = sin 7x .

10.153. 8 cos3 x− 6 cosx+
√
2 = 0 .

10.154. cos 2x+ sin 2x+ cosx− sin x = 1 .

10.155. 4 sin 2x · sin 5x · sin 7x = sin 4x .

10.156. cos 2x+ 2 sin 2x = 2
√
2 cosx .

10.157. 4 cos2 x− 4 cos2 3x · cosx+ cos2 3x = 0 .

10.158. cos4 x+ cos4
(π

4
− x
)

= 0.

10.159.
sinx

1− cosx
+

sin 3x

1− cos 3x
= − 2 tg x

1 + tg2 x
.

10.160.
1

sin x
− 1

sin 2x
=

1

sin 3x
. 10.161. 8 cosx =

1

cosx
+

√
3

sin x
.

10.162. 4 tg 4x− 4 tg 3x− tg 2x = tg 2x · tg 3x · tg 4x .

10.163.
√
− cosx =

√
2 · cos x

2
.

10.164.
√
sin 3x+ cosx− sinx =

√
cosx− sin 2x .

10.165.
√

1 +
√
sin 2x+

√

1−
√
sin 2x =

√

1 +
√
cos 2x+

√

1−
√
cos 2x .

10.166. 20 cos2 x = 5 + sinx +
√
3 · cosx .

10.167. cosx · sin 2x · cos 4x+ sin x · sin 2x · cos 4x =

√
2

8
.

10.168.
sin 3x

sinx · sin 2x − sin 6x

sin 2x · sin 4x +
sin 12x

sin 4x · sin 8x = 0 .

10.169. 8 tg 8x+ 4 tg 4x+ 2 tg 2x+ tg x = 16 + ctg x .

10.170.
1

2
+ cosx+ cos 2x+ cos 3x+ cos 4x = 0 .

10.171. 1 + cos 2x · cos 3x =
1

2
sin2 3x .
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10.172. cos2 x+ cos2 2x− 2 cosx · cos 2x · cos 4x =
3

4
.

10.173. (1 + cosx)(1 + cos 2x)(1 + cos 3x) =
1

2
.

10.174. sinx+
√

2− sin2 x+ sin x
√

2− sin2 x = 3 .

10.175. sin
(π

6
cos 2x

)

= cos

(
4

3
π sin x

)

. 10.176. tg
√
x+ 16 = tg

√
x .

10.177. cosx+ sin x+ cosx · sin x+ 1 = 0 .

Пользуясь ограниченностью функций, решить уравнения.

10.178. sinx− 2 cos 2x = 3 . 10.179. sin8 x− cos5 x = 1 .

10.180. 3 sinx+ 4 cos 3x · cosx+ 2 sin 5x = 7 .

10.181. 4 cos2 x− 4 cos2 3x · cosx+ cos2 3x = 0 .

10.182. cos 3x+ cos6 x = 2. 10.183. cosx · cos 10x = 1.

10.184. sin2 2x+ 1 = cos4 3x. 10.185. sin
πx

2
= x3 +

1

x3
.

10.186. sin5 x+ cos6 x = 1. 10.187. 2 sin
(

x+
π

4

)

= tg x+ ctg x.

10.188. tg
π

x2 + 4x+ 7
=

√
3

sin(π + πx
4 )

.

10.189. log2(3 + 2x− x2) = tg2
πx

4
+ ctg2

πx

4
.

10.190. sin2{x} =
1

4
. 10.191. sinmx · cosnx = 1 , m, n ∈ N .

10.192. sin 7x+ cos 2x = −2 .

10.193. sin2 x+
1

4
sin2 3x = sin x · sin2 3x .

10.194. (cos 4x− cos 2x)2 = 5 + sin 3x .

10.195. sin2 4x+ cos2 x = 2 sin 4x · cos4 x .

10.196. sin2k+2 x+ cos2k+2 x = 1 (k ∈ N) .

10.197. 3| sinx|+ 2[x] = 6 .
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10.198. {3 sin2 x} =

{
1

2
+ sin2 x

}

. 10.199. {3 cosx} = {√x+ 3 cosx}.
10.200. tg(x2 + 3x+ 1) = tg x. 10.201. tg{x2} = tg{(x+ 1)2}.

10.202. 4|x|+ 9π2

|x| − | sin x| = 12π − 1 .

10.203. Найти все решения уравнения | sin 2x| = cos4
x

2
− sin4

x

2
, при-

надлежащие отрезку [−π; π] .

10.204. Решить уравнение
√

tg x+ sinx +
√

tg x− sin x =
√

3 tg x

a) на отрезке [0; π] , б) на всей числовой прямой.

10.205. Найти все решения уравнения sin
(
x− π

4

)
− cos

(
x+ 3π

4

)
= 1 ,

удовлетворяющие неравенству
2 cos 7x

cos 3 + sin 3
> 2cos 2x .

10.206. Найти все корни уравнения 4 cosx − 3 sinx = 5/2 , располо-
женные на отрезке [2π; 4π] .

10.207. Найти все решения уравнения sin2 x−
√
3 sin 2x−cos2 x = −2 ,

удовлетворяющие условию 0 < x < 4 .

10.208. Найти все решения уравнения
√
sin x =

√

cos(2 + x) , удовле-
творяющие условию 0 6 x 6 2π .

Группа Б

10.209. Доказать, что уравнение sin 2x+ sin 3x+ ...+ sinnx = n− 1

не имеет решений, если n > 2 .

10.210. Сколько корней имеет уравнение tg(π
√
90 + x) = tg(π

√
x) ?

Найти все целые корни уравнения (10.211 – 10.212):

10.211. cos
(π

8
(3x−

√

9x2 + 160x+ 800)
)

= 1 .

10.212. cos
( π

10
(3x−

√

9x2 + 80x− 40)
)

= 1 .

Решить уравнения (10.213 – 10.222).



132 Глава 10. Тригонометрия

10.213. x2−2x sinxy+1 = 0 . 10.214. 8 cosx·cos y ·cos(x−y)+1 = 0 .

10.215. 3+ 2 cos(x− y) = 2
√

3 + 2x− x2 · cos2
(
x− y

2

)

+sin2(x− y) .

10.216.
√

3− 2x− x2 sin2(2x− y) + cos(4x− 2y) = 1+
cos2(4x− 2y)

2
.

10.217.

(

sin2 x+
1

sin2 x

)2

+

(

cos2 x+
1

cos2 x

)2

= 12 +
1

2
sin y .

10.218. tg4 x+ tg4 y + 2 ctg2 x · ctg2 y = 3 + sin2(x+ y) .

10.219. cosx+ cos y − cos(x+ y) =
3

2
.

10.220. cosx− y2 −
√

y − x2 − 1 = 0 .

10.221.
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

= y2 − 4y + 5 . 10.222.
1− ctg x

2

1 + ctg2 x
2

= y2 − 4y + 5 .

10.5. Неравенства

Группа А

Решить неравенства:

10.223. sin(2π cosx) < 0. 10.224. cos(0, 5π sinx) >
1

2
.

10.225. | cosx| < 0, 5
√
3. 10.226. | tg(2x− π

4
)| <

√
3.

10.227. tg2 3x > 1. 10.228. | tg x+ ctg x| < 4√
3
.

10.229. sin 2x > cos 2x. 10.230. cosx− sinx 6 1.

10.231. sin x+
√
3 cosx < 0. 10.232.

√
3 cosx− sinx >

√
2.

10.233. 2 cos2 x+
√
3 cosx > 0. 10.234. 2 cos2 x− 7 sinx > 5.

10.235. cos 2x+ 11 sinx 6 6. 10.236.
√
3(tg x+ ctg x) > 4.

10.237. cos 2x < 2 +
√
3 cosx. 10.238. 2 tg 2x 6 3 tg x.

10.239. 2 cos 2x− 5 < 4
√
3 sin x. 10.240. 4 cosx− 5

cosx
> 8.

10.241. ctg x+
sin x

cosx− 2
6 0. 10.242.

sinx− 2

4 sin2 x− 1
> 2.
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10.243. tg2 x− (1 +
√
3) tg x+

√
3 < 0 .

10.244. 5 sin2 x+ sin2 2x > 4 cos 2x .

10.245. 2 cos4 x 6 0, 5 + cos 2x .

10.246. sin 2x− 6 sinx+
√
3 cosx <

√
27 .

10.247. cosx− sinx− cos 2x > 0 . 10.248. 3 sin 2x−1 > sinx+cosx .

10.249. ctg x− tg x− 2 tg 2x− 4 tg 4x <
8
√
3

3
.

10.250. ctg
x

2
+ ctg(

x

2
+ 12◦) + tg(x+ 12◦) > 0 .

10.251. cosx + cos 2x+ cos 3x < 0 .

10.252. cosx · cos 3x < cos 5x · cos 7x .

10.253. 4 sinx · sin 2x · sin 3x > sin 4x. 10.254. 2 cos 2x+ sin 2x < ctg x.

10.255. 2 cos2 x− sinx+ sin 3x 6 1. 10.256.
cos2 2x

cos2 x
> 3 tg x.

10.257. cosx(cosx−
√
8 tg x) < 5. 10.258.

sin 3x · cos(2x− π
6
)

sin 2x
6 0.

Решить неравенства (10.259 – 10.263) на указанных промежутках:

10.259.
√
3 tg x < 2 cosx , x ∈ (0;

π

2
) .

10.260. sinx > cos 2x, x ∈ (−π; π) .

10.261. cosx + cos 3x > cos 2x+ cos 4x , x ∈ (−π; π) .

10.262. sinx < sin 2x · cosx , x ∈
[

−π

4
;
3π

4

]

.

10.263. sinx · sin 2x > cosx, x ∈
[

−π

4
;
3π

4

]

.
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Группа Б

Решить неравенства (10.264 – 10.266) на указанных промежутках:

10.264.
√
2(sin 2x− cosx) + 2 sinx > 1 , x ∈ [0; π] .

10.265.
√
2(sin 2x+ sin x)− 2 cosx < 1 , x ∈ [0; π] .

10.266. log2 tg x

√

2 cos 2x

1 + cos 2x
6

1

2
, x ∈ [π; 2π], x 6= 3

2
π .

Решить неравенства (10.267 — 10.282):

10.267.
√
sinx > cosx. 10.268. 4 cos3

x

2
+ 3

√
2 sin x 6 8 cos

x

2
.

10.269.
√
sinx+

√
cosx > 1. 10.270.

√

1

2
− cos 2x > sinx− cosx.

10.271.
√
5− 2 sinx > 6 sinx− 1. 10.272. 5 + 2 cos 2x 6 3|2 sinx− 1|.

10.273.
√
1 + 2 cosx+

√
cosx >

√

17

4
− cosx .

10.274.
√

3 + 2 tg x− tg2 x >
1 + 3 tg x

2
.

10.275. sin3 x · cos 3x+ cos3 x · sin 3x <
3

8
.

10.276.
1 + sin x

2 −
√
3 cos x

2

4 + 4 sinx + 2 cosx+ sin 2x
> 0 .

10.277. 4(x3 − 2x+ 1)(sinx + 2 cosx) > 9|x3 − 2x+ 1| .
10.278. logsinx−cosx(sinx−

√
3 cosx) > 0 .

10.279. log√2(sinx+cosx)(
√
6 sin x+

√
2 cosx) > 1 .

10.280. logsinx tg x < 2 logtg x sinx+ 1 .

10.281. logtg x

√

sin2 x− 5

12
< −1 .

10.282.
√
tg x− 1 · (logtg x(2 + 4 cos2 x)− 2) > 0 .
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10.6. Уравнения и неравенства с параметром

Группа А

Для каждого значениях параметра a решить уравнение (10.283 – 10.296):

10.283. sin x · tg x+ 2 cosx = a . 10.284. tg 2x+ tg
(
π
4 − x

)
= a .

10.285.
√
a cosx− 2 sinx =

√
2 +

√
2− a .

10.286. sin x = a · sin 3x . 10.287. cos 3x = a cosx .

10.288. a sin
x

2
−
(

sin x+ sin
3x

2

)

= 0 .

10.289. | cosx| = cos(x+ a). 10.290. sin6 x+ cos6 x = a · sin4 x .

10.291. sin4 x+ cos4 x+ sin 2x+ a = 0.

10.292. cos4 x− (a+ 2) cos2 x− (a+ 3) = 0 .

10.293. 4 sin 2x+ a cosx = cos 3x .

10.294. (8a2 + 1) sin3 x− (4a2 + 1) · sinx + 2a cos3 x = 0 .

10.295.
√

a+
√
a+ sin x = sin x .

10.296. a · sin 2x+ b · cos 2x+
√
a2 + b2 · sin 6x = 0 .

10.297. При каких значениях параметра a уравнение

cosx+
√
1 + a sin x = 1 +

√
1− a

имеет решения?

10.298. При каких значениях параметра a уравнение

2 sin2 x− 3 cosx · sinx− 3 cos2 x = a

не имеет решений, удовлетворяющих неравенству 0 < x <
π

2
?

10.299. При каких значениях параметра a имеет единственное реше-
ние уравнение 1 + sin2 ax = cosx ?

10.300. При каких значениях a уравнение

sin2 4x+ (a2 − 3) sin 4x+ a2 − 4 = 0
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имеет ровно четыре корня, расположенные на отрезке

[
3π

2
; 2π

]

?

10.301. Найти все значения a , при которых уравнение

2 cos2 x+ (2a+ 1) sinx− a− 2 = 0

имеет на отрезке [0; π] ровно три корня.

10.302. Найти все значения a , при которых уравнение

2 cos2 3x+ (4a2 − 7) cos 3x+ 2a2 − 4 = 0

имеет на отрезке
[

−π

6
;
π

2

]

ровно пять корней.

10.303. При каких значениях параметра a уравнение
√

2 sin(x− a) +
√
3 = cos 6x− 1

имеет решения, принадлежащие интервалу
(

−π

2
;
π

2

)

.

Группа Б

10.304. При каких значениях a уравнение

2− sin2 x

1 + sin x
= a

имеет на отрезке [0; 2π] ровно один корень.

10.305. Найти все значения параметра a , при каждом из которых
уравнение cos(

√
a2 − x2) = 1 имеет ровно восемь решений.

10.306. В зависимости от значений параметра a определить число
корней уравнения sin4 x− cos4 x = a · (tg4 x− ctg4 x) на отрезке [0; 2π] .

Решить неравенства (10.307 – 10.324) при всех значениях параметра a .

10.307. a) sin x > a; b) sinx 6 a. 10.308. a) cosx 6 a; b) cosx > a.

10.309. a) tg x < a; b) tgx > a. 10.310. a) ctg x 6 a; b) ctg x > a.

10.311. cosx 6 2− a2. 10.312. 0 6 cosx 6 4− a2.
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10.313. −3a 6 12 sinx 6 2a+ 10 .

10.314. (a2 − 4) cosx+ 4a sinx 6 8a .

10.315. (a+ 3) tg2 x− 2 tg x+ a− 3 6 0 .

10.316. a(sinx + cosx)2 > (1− a) cos 2x

10.317. sin x+
1

sin x
6 a . 10.318. tg x+ ctg x 6 a .

10.319. a cos2 x− (2a2 − a) sin x− a3 + a2 + a 6 0 .

10.320.
1

ctg x+ 2
<

ctg x

ctg x+ 2
− 1

a
, a 6= 0 .

10.321. cos(ax+ b) < c , a 6= 0 . 10.322. ctg(ax− b) > c, a 6= 0.

10.323. a cos2 x+ b sin2 x · cosx 6 0 , a > 0 , b > 0 .

10.324. a sin2 x− b cosx 6 b , a > 0 , b > 0 .

10.325. Найти все значения параметра a , при которых неравенство

x2(1 + sin a)− 2x · cos a+ 2 sin a− 1 > 0

выполнено при всех x .

10.326. Найти все значения параметра a , при которых неравенство

cos2 x+ 2a sinx− 2a < a2 − 4

выполняется при всех x .

10.327. Найти все значения параметра a , при которых неравенство

15 sin2 x+ 2a sinx · cosx+ cos2 x+ a+ 1 > 0

выполняется при всех x .

10.328. Найти все значения параметра a , при которых неравенство
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
sinx− 1

3

∣
∣
∣
∣
− 1

3

∣
∣
∣
∣
6 a

выполнено при всех x из отрезка

[

0;
2π

3

]
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10.329. Найти все значения параметра a , при которых неравенство

(a2 − 9) cosx+ 6a sin x 6 ab

имеет решение при любых значениях b .

10.330. Найти все значения параметра a , при которых неравенство
√

2π − |x|(ctg2(sin x)− 2a ctg(sin x)− a) 6 0

имеет конечное число решений. Найти эти решения.

10.331. Определить, при каких a уравнение

cos2 x− 2 cosx cos y cos(x+ y) + cos2(x+ y) = a

имеет решения. Найти эти решения.

10.7. Уравнения и неравенства с обратными тригоно-

метрическими функциями

Группа А

Решить уравнения (10.332 — 10.348):

10.332. arcsinx =
π

4
. 10.333. arctg x = −3

2
.

10.334. arcctg x = −2

3
. 10.335. arccosx = 3.

10.336. arcsinx = π. 10.337. 3 arcsinx = π.

10.338. 3 arccos(x+ 1) = 2π. 10.339. 3 arctg(x2 − 2) + π = 0.

10.340. arccos2 x+ arccosx = 0 .

10.341. arctg2(3x+ 2) + 2 arctg(3x+ 2) = 0 .

10.342. 2 arcsin2 x− arcsinx− 6 = 0 .

10.343. arctg2
x

3
− 4 arctg

x

3
− 5 = 0 .

10.344. 2 arccosx+ arcsinx =
11π

6
.

10.345. arctg 4x− arcctg 4x =
π

3
.
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10.346. arcsin 6x+ arcsin 6
√
3x = −π

2
.

10.347. arccosx+ arccos
x

2
=

π

2
.

10.348. 2 arcsinx+ arccos 2x =
6π

7
.

Решить неравенства (10.349 — 10.357).

10.349. a) arcsinx 6 3; b) arcsinx < −2.

10.350. a) arcsinx > −1; b) arcsinx <
π

3
.

10.351. a) arccosx 6 0; b) arccosx >
π

6
.

10.352. a) arccosx 6 arccos
1

4
; b) arccosx > −1.

10.353. a) arccosx >
7

2
; b) arctg x > −π

6
.

10.354. a) arctgx > 2; b) arctg x <
π

4
.

10.355. a) arctgx < −2; b) arcctg x >
5π

6
.

10.356. a) arcctgx < −1
3 ; b) arcctg x > 2.

10.357. a) arctg
x

2
> 1; b) arctg(−3x) > 1.

Группа Б

Решить уравнения (10.358 — 10.382):

10.358. arcsin(3x− 1) + 2 arctg 4x = arccos(1− 3x) .

10.359. arccosx− π = arcsin
4x

3
.

10.360. arctg

(

x+
1

2

)

+ arctg

(

x− 1

2

)

=
π

4
.

10.361. 2 arccos
(

−x

2

)

= arccos(x+ 3) .

10.362. 2 arcsinx = arccos 3x .
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10.363. arctg x = arccosx. 10.364. 2 arcctg x = 2π + arctg x.

10.365. 2 arcsinx = arcsinx
√
2. 10.366. cos(4 arccosx) = −1

2
.

10.367. sin(4 arctgx) = 1. 10.368. 2 arctg(2x+ 1) = arccosx.

10.369. arcsin
x

2
+ arcsin

x
√
3

2
= arcsinx .

10.370. π + arcsin
√
−x2 − 2x = 2 arccosx .

10.371. arccos 2x+ arcsin
√

1− x2 =
4

3
π .

10.372. arctg(x+ 1)− arctg(x− 1) = arctg 2 .

10.373. arctg 2x+ arctg 3x =
3π

4
.

10.374. 2 arccosx = arcsin(2x
√
1− x2) .

10.375. arcsinx · arccosx = −1 .

10.376. 2 arcsinx · arccosx = 3 arcsin
1√
x
· arccos 1√

x
.

10.377. arctg(x− 1) + arctg x+ arctg(x+ 1) = arctg 3x .

10.378. arctg
2

1− x
− arctg

4

2 + x
= arctg 3 .

10.379. arcsin(x2 − 2x+ 2) =
πx

2
. 10.380. 4 arctgx =

π

x
.

10.381. 6 arcsin(x2 − 6x+ 8, 5) = π. 10.382. arctg[
√
3x] =

√
3.

10.383. Проверить, что число x =

√
3− 1√
3 + 1

является корнем уравнения

arctg x =
π

12
.

Решить неравенства (10.384 — 10.390).

10.384. a) arccos
2

1− x
6

π

2
; b) arccos

2x

x2 + 1
>

π

2
.

10.385. a) arcsin(log2 x) > 0; b) arcsin(x2 + 1) < 2.

10.386. a) arcsin(x2 − 3) >
π

2
; b) arcsinx < arcsin

√

1− x2.

10.387. a) arctg2 x− 4 arctg x+ 3 > 0; b) arcsinx < arcsin(1− x).
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10.388. a) arcsinx > arccosx; b) arccosx > arccosx2.

10.389. a) arctgx > arcctg x; b) 2 arcsinx > arctg x.

10.390.
arccosx− 2

arcsinx
< −1.

10.8. Системы уравнений и неравенств

Группа А

Решить системы уравнений (10.391 — 10.429).

10.391.

{
2x− y = 2π,

2 sinx + sin y = 0.
10.392.

{
x− y = π/2,

2 cos2 x− 3 cos2 y = −1/2.

10.393.

{
x+ y = π/3,

sin2 x+ sin2 y = 3/4.
10.394.

{
2x− y = 2π/3,

sinx− sin y
2 = 1/2.

10.395.

{
x+ y = 5π/6,
sin x · cos y = −1/4.

10.396.

{
x− y = π/4,
tg x+ 3 tg y = 0.

10.397.

{
6 cosx + 4 cos y = 5,
3 sinx + 2 sin y = 0.

10.398.

{
sinx+ sin y = sin(x+ y),
|x|+ |y| = 1.

10.399.

{
sin x · sin y = −1/4,
cosx · cos y = 3/4.

10.400.

{

cos (x+y)
2 · cos (x−y)

2 = 1/2,
cosx · cos y = 1/4.

10.401.

{
sin x− sin y = 1/2,

cosx+ cos y =
√
3/2.

10.402.

{
sinx · sin y = 1

4
√
2
,

tg x · tg y = 1/3.

10.403.

{
sin x+ sin y = 1,
cos2 x+ cos2 y = 1, 5.

10.404.

{
2 sinx = − sin y,

2 cosx =
√
3 cos y.

10.405.

{
sin2 x = cosx · cos y,
cos2 x = sinx · sin y. 10.406.

{
cos(x+ y) = 2 cos(x− y),

cosx · cos y = 3/4.

10.407.

{
cosx+ 3 sinx = 2 cos y,

cos y + 3 sin y = 2 cosx.
10.408.

{ √
2 sinx = sin y,√
2 cosx =

√
5 cos y.

10.409.

{
sin x · sin y = −3/4,
3 ctg x = − tg y.

10.410.

{
cos2 y + 3 sin x · sin y = 0,
21 cos 2x− cos 2y = 10.

10.411.

{
tg x− tg 2y = 1,
tg(x− 2y) = 4/3.

10.412.

{
3 sin2 x− cosx · cos y = 0,
11 cos 2x+ cos 2y = 6.
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10.413.

{
sin(x+ y) sin(x− y) = −1/4,

cos 2x · cos 2y = 1/2.

10.414.

{
tg x · tg y = 1,

sin x · cos y + ctg x · tg y = 1/2.

10.415.

{
sin x · cos y = 1/4,

sin y · cosx = 3/4.
10.416.

{
tg x+ sin 2y = sin 2x,

2 sin y · cos(x− y) = sinx.

10.417.

{
tg x− tg y = 1,

cosx · cos y =
√
2
2 .

10.418.

{
4 tg 3x = 3 tg 2y,

2 sinx · cos(x− y) = sin y.

10.419.

{
cosx+ cos y = 1,

cos x
2 + cos y

2 =
√
2
2 + 1.

10.420.

{
ctg x + sin 2y = sin 2x,
2 sin y · sin(x+ y) = cosx.

10.421.

{
sin2 x = sin y,
cos4 x = cos y.

10.422.

{
cos 2x− cos 2y = −1,
sinx · cos y = 0, 75.

10.423.

{
sin 2x+ sin 2y = 3(sinx + sin y),

cos 2x+ cos 2y = cosx+ cos y.

10.424.

{ |x|+ |y| = 3,

sin πx2

2 = 1.
10.425.

{ √
1 + sin x · sin y = cosx,

2 sinx · ctg y + 1 = 0.

10.426.

{

sinx + 1
cos y = 2,

sinx
cos y = 1/2.

10.427.

{ √
1 + sin x · sin y = cos y,

2 sin y · ctg x +
√
3 = 0.

10.428.







sinx = sin 2y,
cosx = sin y,

0 6 x 6 π,
0 6 y 6 π.

10.429.







2 cosx = 3 tg y,

2 cos y = 3 tg z,
2 cos z = 3 tg x.

10.430. Найти решения системы уравнений:
{

| sin x| · sin y = −1/4,

cos(x+ y) + cos(x− y) = 3/2.

удовлетворяющие условиям 0 < x < 2π , π < y < 2π .

10.431. Найти все x , одновременно удовлетворяющие следующим
условиям cos 13x = cosx , cos 2x+ sin 5x = 1 , |x| < 3 .
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Группа Б

10.432. Найти положительные x , y , z , удовлетворяющие системе
{ a

sinx = b
sin y = c

sin z ,

x+ y + z = 180◦,

если a > 0 , b > 0 , c > 0 .

Для каждого значения параметра a решить систему уравнений (10.433 –
10.440):

10.433.

{
sin x+ sin y = a,
x+ y = π/2.

10.434.

{
cosx− cos y = a,
x+ y = 2/3π.

10.435.

{
sin x · cos y = 2a,
cosx · sin y = a.

10.436.

{
sin x · sin y = a,
cosx · cos y = 3a.

10.437.

{
sin 2x · cos y = a2 + 1,

cos 2x · sin y = 5a.
10.438.

{
sin x · cos 2y = a2 + 1,

cosx · sin 2y = a.

10.439.

{
x− y = a,
2(cos 2x+ cos 2y) = 1 + 4 cos2(x− y).

10.440.

{
tg x− ctg y = a,
ctg x− tg y = 2.

10.441. Найти все значения параметра a , при которых имеет един-
ственное решение система

{
(|x|+ 1)a = y + cosx,

sin4 x+ y2 = 1.

10.442. Найти все значения параметра a , при которых имеет хотя бы
одно решение система






∣
∣
∣12
√

cos πy

2
− 5
∣
∣
∣−
∣
∣
∣12
√

cos πy

2
− 7
∣
∣
∣+
∣
∣
∣24
√

cos πy

2
+ 13

∣
∣
∣ = 11−

√

sin π(x−2y−1)
3

,

2(x2 + (y − a)2)− 1 = 2
√

x2 + (y − a)2 − 3
4
.

10.443. При каких значениях параметра a имеет четное число реше-
ний система

{
sin(3(a− y)) + 3 sinx = 0,

2 log4(a− y) + 2 log4(2
√
y) = log2

√
y + 3 log8(2x)?
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10.444. В зависимости от значений параметра a решить систему:

{
(a2 − a) sin x

2 + 2 cos y = a+ 5,
3 sin x

2 + cos y = 4.

10.445. В зависимости от значений параметров a и b решить систему:

{
tg x+ tg y = a,

x+ y = b.

10.446. При каких значениях параметров a и b имеет решение си-
стема: {

x+ y = a,

tg x+ tg y + tg x · tg y = b.

10.447. В зависимости от значений параметра a решить систему:

{
8 cosx · cos y · cos(x− y) + 1 = 0,

x+ y = a.

10.448. При каких значениях параметра a система

{
(ctg x− 1√

3
)(x+ a) = 0,

−4 6 x 6 −2

имеет единственное решение?

10.449. При каких значениях параметра a система

{
x2 + 2ax+ 3a2 + 3a+ 3 6 3 sin y − 4 cos y,

0 6 y 6 2π

имеет единственное решение?

10.450. При каких значениях параметра a система

{
x2 + 2ax+ 4a2 − 5a+ 3 6 4 sin y − 3 cos y,

0 6 y 6 2π

имеет единственное решение?
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10.451. При каких значениях параметра a система






sin x · sin y = 1/z2,

cosx · cos y = − (x+y)2

(a−π)2
,

sin(x− y) = 2(x+y)
z(a−π)

имеет одно решение, удовлетворяющее условиям 0 6 y 6 π
2
, z > 0 ?

10.452. В зависимости от значений параметра a решить систему






2 cosx+ a sin y = 1,
logz(sin y) = (logz a) loga(2− 3 cosx),
loga z + loga(

1
2a

− 1) = 0.

10.453. При каких значениях параметра a система






z · cos(x− y) + (2 + xy) · sin(x+ y)− z = 0,

x2 + (y − 1)2 + z2 = a+ 2x,
(x+ y + a sin2 z)((1− a) · ln(1− xy) + 1) = 0

имеет единственное решение?

10.454. При каких значениях параметров a и b имеет решения си-
стема

{
1 + tg bz · sin2 xy + cos 2xy 6 (cosx+ sin ay) · | sin 2xy|,
2 +

√
2 tg bz · cos b(y + x) + cos 2b(y + x) = 0.

10.9. Нестандартные методы решения тригонометри-

ческих задач

Группа А

Векторы в тригонометрии

Доказать неравенство (10.455 – 10.456):

10.455. cosα + cos β + cos γ 6 3
2
, если α + β + γ = π ;

10.456. cos 2α + cos 2β + cos 2γ > −3
2 , если α + β + γ = π .
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Найти наибольшее и наименьшее значения функции (9.457 – 9.458):

10.457. f(x) = 3 sinx+ 4 cosx ;

10.458. f(x; y) = 6 sinx · cos y + 2 sinx · sin y + 3 cosx .

Вычислить (10.459 – 10.460):

10.459. cos 2π
7 + cos 4π

7 + cos 6π
7 ;

10.460. cosα + cos(α + 2π
n ) + . . .+ cos(α+ (n− 1)2πn ) .

Группа Б

Использование производной

Упростить выражение (109.461 – 10.462):

10.461. sin3 x(1 + ctg x) + cos3 x(1 + tg x) ;

10.462. cos2 x+ cos2(x+ y)− 2 cosx · cos y · cos(x+ y) .

Доказать тождество (10.463 – 10.470):

10.463. sin6 x+ cos6 x = 1
4
+ 3

4
(cos2 x− sin2 x)2 ;

10.464. 1− (sin6 x+ cos6 x) = 3 sin2 x · cos2 x ;

10.465. cos4 x− 1
8 cos 4x = 2 cos2 x− 1

2 cos 2x− 5
8 ;

10.466. cos2 α+cos2 β+cos2 γ = 1−2 cosα·cos β ·cos γ , если α+β+γ =

= π ;

10.467. sin 2α+sin 2β+sin 2γ = 4 sinα·sin β ·sin γ , если α+β+γ = π ;

10.468. 2 arctgx+ arcsin
2x

1 + x2
= π , x > 1 ;

10.469. arctgx = arcsin
1√

1 + x2
;

10.470. arctgx+ arctg 3x = arccos
3x√

1 + 9x2
+ arccos

x√
1 + x2

.

Доказать неравенство (10.471 – 10.472), если 0 < x < y < π
2 :

10.471.
sinx

x
>

sin y

y
; 10.472.

tg x

x
<

tg y

y
.
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10.473. Доказать,что 4 tg 5◦ · tg 9◦ < 3 tg 6◦ · tg 10◦ .

Доказать, что функция не является периодической (10.474 – 10.476):

10.474. y = cosx · sin(x
√
2) ;

10.475. y = sin x + sin(x
√
2) + sin(x

√
3) + . . . + sin(x

√
n) , n ∈ N,

n > 2 ;

10.476. y = cosx + cos(x
√
2) + cos(x

√
3) + . . . + cos(x

√
n) , n ∈ N,

n > 2 .

10.477. Решить систему






sin y − sin x = x− y,
sin y − sin z = z − y,
x− y + z = π.

Использование интеграла

Доказать тождество (10.478 – 10.479):

10.478. tg x + 2 tg 2x+ 4 tg 4x+ 8 tg 8x = ctg x− 16 ctg 16x ;

10.479. tg x + 2 tg 2x+ 4 tg 4x+ 8 ctg 8x = ctg x .

10.480. Доказать неравенство tg x+ sin x > 2x , если 0 6 x < π
2
.

10.481. Доказать, что при любых действительных a1 , a2, . . . , an
уравнение an · cosnx + an−1 · cos(n − 1)x + . . . + a1 cosx = 0 имеет хотя
бы один корень.

10.482. Решить уравнение 2x · sin πx2

x4+4 +
x2

2 + 1 = 0 .

10.10. Тригонометрические замены в алгебраических

задачах

Решить уравнение (10.483 – 10.490).

10.483. (
√
2−

√
3)x + (

√
2 +

√
3)x = 2x. 10.484.

√
1− x2 = 4x3 − 3x.

10.485.
√
1− x = 2x2 − 1 + 2x

√
1− x2. 10.486.

√
1−|x|
2 = 2x2 − 1.

10.487. |x+
√
1− x2| =

√
2(2x2 − 1). 10.488. x+ x√

x2−1
= 35

12 .
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10.489.

√

1+2x·
√
1−x2

2 + 2x2 = 1 . 10.490.
√
x2 + 1− x = 5

2
√
x2+1

.

Сколько корней на указанном отрезке имеет уравнение (10.491 – 10.492):

10.491. 8x · (1− 2x2 · (8x4 − 8x+ 1) = 1 , x ∈ [0; 1] ;

10.492. 4
√
2 · |x| · (x2 − 1) · (2x4 − 4x+ 1) = 1 , x ∈ [−

√
2;
√
2] .

10.493. Решить систему







2x+ x2y = y,
2y + y2z = z,

2z + z2x = x.

10.494. Числа a , b , c , d удовлетворяют условиям
a2 + b2 = 1 , c2 + d2 = 1 . Доказать, что |ac− bd| 6 1 .

10.495. Числа a , b , c , d удовлетворяют условиям
a2 + b2 = 1 , c2 + d2 = 1 , ac + bd = 0 . Вычислить ad+ cd .

10.496. Доказать, что при n ∈ N , n > 2 и |x| < 1 имеет место
неравенство (1 + x)n + (1− x)n < 2n .

10.497. Доказать, что при любых действительных x , y верно

−1

2
6

(x+ y)(1− xy)

(1 + x2)(1 + y2)
6

1

2
.

10.498. Известно, что 1 6 x2+ y2 6 2 . Найти наибольшее и наимень-
шее значение выражения z = x2 + xy + y2 .

10.499. Найти наибольшее и наименьшее значение выражения

z =
3xy − 4x2

x2 + y2
.

10.500. Докажите, что из любых 13 чисел всегда можно выбрать два

числа x и y такие, что 0 <
x− y

1 + xy
<

√

2−
√
2

√

2 +
√
3

.



Глава 11

Показательная функция

11.1. Показательные уравнения

Группа А

Решить уравнения (11.1 – 11.34):

11.1.
3
√
128 = 42x. 11.2. (3/7)3x−7 = (7/3)7x−3.

11.3. (0, 4)x−1 = (6, 25)6x−5. 11.4.
(
1/6252

)−x
=

√
0, 04.

11.5. 52
1/x

= 625. 11.6. (2/3)x (9/8)x = 27/64.

11.7. 2x
2−6x−2,5 = 16

√
2. 11.8.

(

15x
2+x−2

)(x−4)

= 1.

11.9.
2

3

3

√
(

8

27

)5/x

=

(
9

4

)−4

. 11.10.

(
3

4

)x−1

·

√
(
4

3

)8/x

=
9

16
.

11.11. 3x · (0, (3))x−3 = (1/27)x. 11.12. 2
√
x+1 ·

√

2
√
6 = 4

√
x+1.

11.13. 2x · 5x = 0, 1(10x−1)5. 11.14. 2
√
x+1 = 16 ·

√

(0, 25)3−0,25x.

11.15. (x+ 8)x
2−5x+6 = 1. 11.16. (x− 2)x

2−4 = (x− 2)2x+4.

11.17. 182x · 2−2x · 3x+1 = 3x−1. 11.18. 28x ·
√
343x = (

√
7)5x · (

√
2)5−2x.

11.19. 3log3 6x = 21−log2 7. 11.20. 8log2 x = 101+lg cos (π/3).

11.21. 62x−1 = 73−x. 11.22.
√
8x+3 = 18x+2.

11.23. 52x+1 − 3 · 52x−1 = 550. 11.24. 32x−1 · 53x+2 = 1, 8 · 52x · 33x.
11.25.

√
3x · 5x/2 = 225. 11.26. 5x−4 − 5x−5 = 2 · 5x−6 + 2 · 3x−4.

11.27. 52x − 2 · 5x = 15. 11.28. 4x − 3x−0,5 = 3x+0,5 − 22x−1.
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11.29. 132x + 5 = 6 · 13x. 11.30. 4x
2+2 − 9 · 2x2+2 + 8 = 0.

11.31. 10x − 5x−1 · 2x−2 = 950. 11.32.
√
3x−54 − 7

√
3x−58 = 162.

11.33. 32
x+5
x−7 = 0, 25 · 128x+17

x−3 . 11.34. 4 · 22x − 6x = 18 · 32x.

Группа Б

Решить уравнения (11.35 – 11.52):

11.35. 8x + 18x = 2 · 27x. 11.36. 4x+1,5 + 9x = 6x+1.

11.37. 82/x − 2(3x+3)/x + 12 = 0. 11.38. 3 · 16x + 37 · 36x = 26 · 81x.
11.39. 3x−2 + (0, (3))1−x − (0, (1))(3−x)/2 = 99 .

11.40.
1√

1− x2
= (1− x2)(− sin2 x)/(sin x+1) .

11.41. x2 · 3x−2 + 3
√
x+2 = 3x + x2 · 3

√
x .

11.42. 32x
2+6x−9 + 4 · 15x2+3x−5 = 3 · 52x2+6x−9 .

11.43. 5 · 23x−3 − 3 · 25−3x = −7 .

11.44 ∗ .
√

(2/3)6/x −
√

(3/2)6/x −
(√

(2/3)2/x −
√

(3/2)2/x
)

= 3 .

11.45 ∗ .
(√

5 + 2
√
6
)x

+
(√

5− 2
√
6
)x

= 10 .

11.46 ∗ .
(
2 +

√
3
)x2−2x+1

+
(
2−

√
3
)x2−2x−1

=
101

10(2−
√
3)

.

11.47. 6 x
√
9− 13 x

√
6 + 6 x

√
4 = 0 .

11.48. xx + 139x−x − 108x(−2x) = 32 .

11.49. 3x−1 + 5x−1 = 34 . 11.50. 1 + 3x/2 = 2x .

11.51. 3x · 8x/(x+1) = 36 . 11.52. x
3√
x2

= (
√
x)x .

11.53. На отрезке [3/4; 1] найти все решения уравнения

4cos 2x + 4cos
2 x = 3.
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Решить системы уравнений (11.54 – 11.63):

11.54.

{
(x+ y)1/x = 9,

(x+ y) · 2x = 18.
11.55.

{
5x · 8y = 512000,
x+ y = 7.

11.56.







103−lg (x−y) = 250,
√
x− y +

1

2

√
x+ y =

26− y√
x− y

.
11.57.

{
642x + 642y = 12,

64x+y = 4
√
2.

11.58.

{
x2y = 16 + 6xy,
x2y + 5 = yxy + 5y2.

11.59.

{
3x − 22y = 77,√
3x − 2y = 7.

11.60.

{ √
32x ·

√

(1, 5)2/y = 0, 25,√
52x/

√

(0, 2)2/y = 1.
11.61.

{
xy = 256,

2
y
√
812 = 3x.

11.62.







zx = x,
zy = y,

yy = x.

11.63.







zx+y − y4a = 0,

yz+y = za,

103−lg(x−y) = 250.

11.64 ∗ . Найти все a , при которых единственное решение имеет си-
стема {

2|x| + |x| = y + x2 + a,

x2 + y2 = 1.

11.65 ∗ . Найти все a и b , при которых единственное решение имеет
система 





∣
∣
∣
∣

xy − 1

xy + 1

∣
∣
∣
∣
= a,

x2 + y2 = b.

11.66 ∗ . Найти все a , при которых для любых b хотя бы одно решение
имеет система {

(x2 + 1)a + (b2 + 1)y = 2,

a+ bxy + x2y = 1.

11.67 ∗ . Найти все значения параметра a при которых уравнение

4x − a · 2x − a+ 3 = 0.

имеет хотя бы одно решение.

11.68 ∗ . Для каждого значения параметра a решить уравнение

4x − 12 · 2x − |4x + 2x+1 + a| − a + 12 = 0.
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11.69. Найти все значения x, при которых числа

25+x − 25−x, 41, 43/2+x + 43/2−x

являются последовательными членами арифметической прогрессии.

11.2. Показательные неравенства

Группа А

Решить неравенства (11.70 – 11.107):

11.70. 25x > 1253x−2. 11.71. (0, 1)4x
2−2x−2 6 (0, 1)2x−3.

11.72. x2 · 7x − 7x+2 6 0. 11.73. 5
√
x+2 > 3125.

11.74. (1/0, 125)1/x 6 128. 11.75. (1/64)x >
√

1/8.

11.76. 6
x
√
64 > 1296. 11.77. 512− 16

4
√
2x

> 0.

11.78. (4, 5)
3(x−7)

0,2 > (0, 25 · 81)x−
1
2 . 11.79. (2, 56)4

√
x−1 < (125/512)

√
x−3.

11.80. 73
x

6 343. 11.81. 47
√
x+1

< 16384.

11.82. 2
√
x+4 > 0, 015625 · 4

√
x+4. 11.83. 3x · (0, (3))x−3 6 (1/27)x.

11.84. 372 · (1/3)x · (1/3)
√
x > 1. 11.85. (0, 6)−0,25

√
x >

(

4
17

27

)√
x−33/9

.

11.86. 3x
2−17x+63,5 6 27

√
3. 11.87. 625 3

√
25 6 5x

2−6x−35 1
3 .

11.88.
10
√
2x2−14,5x < 1/8. 11.89. (6x

2

)/2−15 6 3−15/612−12x.

11.90. 2x+2 − 2x+3 − 2x+4 > 5x+1 − 5x+2 .

11.91.
√
2 · (0, 5)5/(4

√
x+10) > (162

√
x+2)−1 .

11.92. (0, 6)x · (25/9)x2−12 − (27/125)3 < 0 .

11.93.
√
6− x(5x

2−7,2x+3,9 − 25
√
5) > 0 .

11.94. 52x − 7x − 35 · 52x + 35 · 7x 6 0 .

11.95.
√
72x+6 −

√
49x+2 − 2x+5 + 2 · (0, 25)−1+0,5x > 0 .

11.96.

(
1

121

)1−x

−
(

1

169

)1−x

+ 112x−3 + 132x−3 > 0 .
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11.97. 5x+2 + 5x+1 − 5 · 5x−2 + 5 · 5x−3 − 5 · 5x−4 > 18645 .

11.98. 4−x+0,5 − 7 · 2−x < 4. 11.99. 3x+1 + 18 · 3−x > 29.

11.100. 5x−3 > 73−x. 11.101. 5x · 8x/(x+1) − 100 > 0.

11.102. 2x+1 + 4x 6 80. 11.103. 2x − 2 < 15 · 2(x−3)/2.

11.104. 4x − 9 · 2x + 8log2 7·log7 5 < 0. 11.105. 22x+1 + 32x+1 6 5 · 6x.

11.106.
11 · 3x−1 − 31

4 · 9x − 11 · 3x−1 − 5
> 5. 11.107.

1

2x − 1
>

1

1− 2x−1
.

Группа Б

Решить неравенства (11.108 – 11.129):

11.108. 32x−1 > 113−x. 11.109.
√
0, 9 · (0, 9)x−1 >

103x/4

10
√
10

.

11.110. 107x−1 + 6 · 101−7x 6 5. 11.111. 5 · 251/x + 3 · 101/x > 2 · 41/x.
11.112. (

√
2)3x + (2

√
2)x > 2 · 4x. 11.113. 3 · 72x + 37 · 140x 6 26 · 202x.

11.114.
4x + 2x− 4

x− 1
6 4. 11.115.

21−x − 2x + 1

2x − 1
6 0.

11.116. 8 · 3x−2

3x − 2x
6 1 +

(
2

3

)x

. 11.117.

(
1

3

)|x+2|/(2−|x|)
> 9.

11.118.
√
9x + 3x − 2 > 9− 3x. 11.119. 2x + 2|x| > 2

√
2.

11.120. (x− 2)x
2−6x+8 > 1. 11.121. 5

1
4 log

2
5 x > 5x

1
5 log5 x.

11.122. 22x
2−6x+3 + 6x

2−3x+1 > 32x
2−6x+3 .

11.123. 6 x
√
9− 13 x

√
3 · x

√
2 + 6 x

√
4 6 0 .

11.124. (
√
2 + 1)

6x−6
x+1 6 (

√
2− 1)−x .

11.125. (
√
5 + 2)x−1 > (

√
5− 2)(x−1)/(x+1) .

11.126. x2 · 22x +9(x+ 2) · 2x + 8x2 6 (x+ 2) · 22x +9x2 · 2x + 8x+ 16 .

11.127.
√

8 + 2
√
3−x+1 − 4

√
3−x + 2

√
3−x+1 > 5 .

11.128. 4x+ 8
√
2− x2 > 4 + (x2 − 2) · 2x + 2x · 2x ·

√
2− x2 .

11.129. 4x2 + 3
√
x+1 + x · 3

√
x < 2x2 · 3

√
x + 2x+ 6 .
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Решить системы (11.130 – 11.134):

11.130.

{
2x+1 = 4y2 + 1,
2x 6 2y.

11.131.

{
x+ 2y+1 > 12,
4x+ 4y 6 32.

11.132.

{
y2 > 5 · 4x + 1, 25,
2x+2 + 2y = −1.

11.133.

{
y2 6 3 · 4x − 3,
2x+1 + y = 1.

11.134.

{
4|x

2−8x+12|−log4 7 = 72y−1,
|y − 3| − 3|y| − 2(y + 1)2 > 1.

11.135. Найти все значения параметра a при каждом из которых
неравенство 4x

2

+2(2a+1) · 2x2

+4a2− 3 > 0 выполняется для любых x .

11.136. Для всех значений параметра a решить неравенство

a2 − 9x+1 − 8a · 3x > 0.

11.137. Для всех значений параметра a решить неравенство

a2 − 2 · 4x+1 − a · 2x+1 > 0.

11.138. Решить неравенство

2x + 24−x − 10
√

4− log2x 5
6 0.



Глава 12

Логарифмическая функция

12.1. Преобразования логарифмических выражений

Группа А

Упростить выражения (12.1 – 12.10):

12.1.

√

25
1

log6 5 + 49
1

log8 7 . 12.2. 2log2
√
2 15.

12.3. 36log6 5 + 101−lg 2 − 3log9 36. 12.4. a
lg lg c
lg a .

12.5. − log3 log3
3
√

3
√
3. 12.6.

(
16

25

)log 125
64

3

.

12.7.
(

81
1
4− 1

2 log9 4 + 25log125 8
)

· 49log7 2 .

12.8.
loga

√
a2 − 1 · log21/a

√
a2 − 1

loga2 (a
2 − 1) · log 3

√
a

6
√
a2 − 1

.

12.9. (loga b+ logb a+ 2) (loga b− logab b) logb a− 1 .

12.10.
1− log3a b

(loga b+ logb a+ 1) · loga (a/b)
.

12.11. Если loga 27 = b , то чему равен log√3
6
√
a ?

12.12. Пусть x и y — положительные числа, удовлетворяющие урав-
нению x2+4y2 = 12xy . Доказать, что lg (x+ 2y)−2 lg 2 = 0, 5(lgx+lg y) .
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Группа Б

Упростить выражения (12.13 – 12.23):

12.13.
5log3 7

7log3 5
+ 49

1
log5 7+log7

√
3. 12.14. − log2 log2

√
√

. . .
√
2

︸ ︷︷ ︸

n корней

.

12.15.
(

x1+ 1
2 log4 x + 8

1
3 log

x2
2 + 1

)1/2

. 12.16. log3 12− log3 7 · log7 5 · log5 4.

12.17.

(

(
log4b a+ log4a b+ 2

)1/2
+ 2

)1/2

− loga b− logb a .

12.18.
loga b− log√a/b3

√
b

loga/b4 b− loga/b6 b
: logb (a

3b−12) .

12.19.
(

6(logb a·loga2 b+1)+loga (b
−6)+log2a b

)1/2

−loga b , если известно,

что a > 1 .

12.20.

1− log1/a
1

(a− b)2
+ log2a (a− b)

(
1− log√a (a− b) + log2a (a− b)

)1/2
.

12.21.

(
(log2a b+ 1

2 loga b
− 1
)1/2

−
(log2a b+ 1

2 loga b
+ 1
)1/2

)

·
√
2 log1/2a b при

a > 1 .

12.22.
√
logn p+ logp n+ 2 · (logn p− lognp n) ·

√

logn p .

12.23. log3 2 · log4 3 · log5 4 · log6 5 · . . . · log2n (2n − 1) .

12.24. Найти lg 56 , если log2 7 = a , и lg 2 = b .

12.25. Найти log30 8 , если lg 5 = a , и lg 3 = b .

12.26. Найти log5 3, 38 , если lg 2 = a , и lg 13 = b .

12.27. Найти logab
3
√
a√
b

, если logab a = 4 .

12.28. Зная, что b = 8
1

1−log8 a , и с = 8
1

1−log8 b , показать, что a = 8
1

1−log8 c .
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12.2. Логарифмические уравнения

Группа А

Решить уравнения (12.29 – 12.50):

12.29. 1− lg 5 = 0, (3) ·
(

lg
1

2
+ lg x+

1

3
lg 5

)

.

12.30. log1/3 (−1/x) = −0, 5. 12.31. logx−1 3 = 2.

12.32. loglog3 x 3 = 2. 12.33. logx

5
√
9

3
= −0, 6.

12.34. log(x−3) 27 = 3. 12.35. logx3−19 2
√
2 = 1/2.

12.36.
1

5− 4 lg x
+

4

1 + lg x
= 3. 12.37. log 5+x

3
3 = log− 1

x+1
3.

12.38. log3x 10− log2x 10 = 6 logx 10. 12.39. log1/5
2 + x

10
= log0,2

2

x+ 1
.

12.40. log3
x+ 1

x
= log3

x

2− x
. 12.41. log2

1

|x− 1| − 1
= 1.

12.42. logx+1 (x
2 − 3x+ 1) = 1. 12.43. logx (2x

2 − 3x− 4) = 2.

12.44.
√
xlg

√
x = 10 . 12.45. x2 lg3 x−1,5 lgx =

√
10.

12.46. x
√
x =

√
xx. 12.47. 0, 1xlgx−2 = 102.

12.48. log3 (x
2 − 4x+ 3) = log3 (3x+ 21) .

12.49. logx2+1

2x2 − 54

x + 3
= logx2+1 (x− 4) .

12.50.
1√

2x− 1
= (2x− 1)log1/4 (1+7x−2x2) .

Группа Б

Решить уравнения (12.51 – 12.70):

12.51. logx2+6x+8 log2x2+2x+3 (x
2 − 2x) = 0 .

12.52. logx2−1 (x
3 + 6) = logx2−1 (4x

2 − x) .

12.53. logx3+x (x
2 − 4) = log4x2−6 (x

2 − 4) .

12.54. logx 3 + log3 x = log√x 3 + log3
√
x+ 0, 5 .
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12.55. 0, 5 log5 (x+ 5) + log5
√
x− 3 = 0, 5 log5 (2x+ 1) .

12.56. lg 2x = 2 lg (4x− 15). 12.57. log4 log2 x+ log2 log4 x = 2.

12.58. log4 x
2 + log2 (x+ 5) = 2. 12.59. lg

(
8− 10x− 12x2

)
= 3 lg (2x− 1).

12.60. lg x = 0, 5 lg (x+ 1). 12.61. log3 (x− 2) + log3 x = log3 8.

12.62.
1

4
x0,5 log2 x = 20,25 log

2
2 x. 12.63. lg (x− 9) + 2 lg

√
2x− 1 = 2.

12.64. logx/2 x
2 − 14 log16x x

3 + 40 log4x
√
x = 0 .

12.65.

√

logx
√
7x · log7 x = −1 .

12.66. logx+1(x
2 + x− 6)2 = 4 .

12.67. log 2√
2−

√
3

(x2 + 4x− 2) = log 1
2−

√
3
(x2 + 4x− 3) .

12.68. logx+1 x− logx+2 x = log(x+1)
√
x+2 x .

12.69. log
2
√

2+
√
3
(x2 − 2x− 2) = log2+

√
3(x

2 − 2x− 3) .

12.70. 16− 9 log3(9− 3x) + 0, 5 log23(x− 3)2 = 0 .

12.3. Логарифмические неравенства

Группа А

Решить неравенства (12.71 – 12.100):

12.71. log7
x− 2

x− 3
< 0. 12.72. lg(x2 − 2x− 3) > 0.

12.73. log1/11 (2x+ 21) < −2. 12.74. log3 (6x+ 5) 6 1/3 .

12.75. log0,5
x− 4

x+ 3
6 −2. 12.76. log0,1(6)

2− 3x

x
> −1.

12.77. x log0,1 (x
2 + x+ 1) > 0. 12.78. lg

∣
∣
∣
∣

1− x

2x+ 1

∣
∣
∣
∣
< 0.

12.79. log1/5 (
√
x2 − 1− x+ 1) < 0. 12.80.

√
x− 5

log√2 (x− 4)− 1
> 0.

12.81.
lg 7− lg (−8x− x2)

lg (x+ 3)
> 0. 12.82. | log1/3 (x− 2)| > 1.



12.3. Логарифмические неравенства 159

12.83. log23 (2− x) 6 0, 25. 12.84. log2
5− 12x

12x− 8
+ log0,5 x 6 0.

12.85. log20,5 (2x− 1) > 9. 12.86. logsin π
3
(x2 − 3x+ 2) > 2.

12.87.

(
1

3

)log1/9 (x
2− 10

3 x+1)

6 1. 12.88. log3 (x
2 − 2) < log3 (1, 5|x| − 1).

12.89. logx2 (2 + x) < 1. 12.90. log4 (3
x − 1) · log1/4

3x − 1

16
6

3

4
.

12.91.
lg2 x− 3 lg x+ 3

lg x− 1
< 1. 12.92. log0,5

(

log6
x2 + x

x+ 4

)

< 0.

12.93. log3

(

x+ 2)(x+ 4)
)

+ log1/3 (x+ 2) <
1

2
log√3 7 .

12.94. log1/3 (x
2 − 6x+ 18)− 2 log1/3 (x− 4) < 0 .

12.95. log29 x > log23
√

1− x/4. 12.96. logx
2x+ 0, 4

5(1− x)
> 0.

12.97. log−4x2+12x−8 |4x− 5| > 0. 12.98. logx

(
4x+ 5

6− 5x

)

< −1.

12.99. log|x|(
√
9− x2 − x− 1) > 1. 12.100. logx/6 (logx

√

(6− x)) > 0.

Группа Б

Решить неравенства (12.101 – 12.117):

12.101.
1

log2x−3/4 x
> 2. 12.102. log5x−4x2(4x − 2) > 0.

12.103. (x+ 3) log|x−4|−3 3 6 0. 12.104. logx
2x+ 2/5

5(1− x)
> 0.

12.105. x log1/2

(
5

2
− 21/x

)

> 1. 12.106.
2x + 24−x − 10
√

4− log2x 5
6 0.

12.107.
2

1− 2 log2

√
2− x

x− 1

6 1. 12.108. 3 log2x2 x2 − log4x4 x2 − 1 > 0.

12.109.
√

7− log2 x
2 + log√

4x4−16x2+16

x2−2

x4 > 4 .

12.110.

logx

(

(x− 2)(x− 3)

)

logx 2
6 log2 x .
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12.111. log7x−4 5 +
1

log3(7x− 4)
>

1

log15(9x
2 − x− 2)

.

12.112. logx/3(3x) + 2 log1/3 x+ 1 > 0 .

12.113. log2(x
2 − 3x+ 2) + log1/2(5− x) < 0 .

12.114. log3x+2(9x
2 − 17|x|+ 8) > 2 .

12.115.
2 log22(1− x) + log√2(1− x)− 4

5x2 + 21x− 20
> 0 .

12.116. log |8x−19|−3
6

(
1
8 · 32x−1 − 31 · 3x−1−log3 8 + 9

2

)
> 0 .

12.117.
logx2−1(3− 2x)

log2
√
3− 2x

(3 + log2x2−1 4)− 8 log16(x− 1) > log2(x+ 1)2 .

12.4. Смешанные задачи

Решить уравнения (12.118 – 12.130):

12.118. (logcosx sin x) · (1 + logsinx tg x) = 1 .

12.119. (log2 cosx)
2 · logcos2 x(1 + cos 2x) = 1/2 .

12.120. logcos2 x
(
1− 1

2 cosx
)
= logcosx tg x+ 1 .

12.121. logtg x x = 1
2 logcosx x+ logsinx x .

12.122. logsinx
(
sin x− 1

4 cosx
)
= 3 .

12.123. log 4−x2−3x
8

(cosx− cos 3x) = log 4−x2−3x
8

sin 2x .

12.124. (x+ 4) log4(x+ 1)− (x− 4) log2(x− 1) = 8
3 log2(x

2 − 1) .

12.125. log5−x2

(
3 sin 2x− 2 sinx

sin 2x · cosx

)

= log5−x2 2 .

12.126. logcos 2x−sin 2x(1− cosx− sinx) = 1 .

12.127. log2 | tg x|+ log4
cosx

2 cosx+ sinx
= 0 .

12.128. (4x− x2 − 3) log2(cos
2 πx + 1) = 1 .

12.129. sin
2π

x2 + 10x+ 33
=

log5 |x|+ log|x| 5

2
√
2

.

12.130. log3
(
4−

∣
∣cos 4x

3

∣
∣
)
= sin x .
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12.131 ∗ . Изобразить на координатной плоскости множество точек,
координаты которых удовлетворяют условию

log1−x2−y2−2x(y − |x+ 1|) > 0.

12.5. Параметр в логарифмических уравнениях и нера-

венствах

12.132. При каких значениях параметра a единственное решение име-
ет уравнение

log√2ax+4(2x
2 − x+ 3) = 2 log2ax+4(x

2 + 2x+ 1)?

12.133. При каких значениях параметра a единственное решение име-
ет уравнение

log√3ax+5(2x
2 + x+ 1) = log3ax+5(x

2 − 2x+ 1).

12.134. При каких значениях параметра a единственное решение име-
ет уравнение log2(4

x − a) = x ?

12.135. Найти все a , при которых ровно два корня имеет уравнение
log3(9

x + 9a3) = x .

12.136. Найти все a ∈ (2; 5) , при которых на отрезке [2; 3] уравнение
log2(3− | sin ax|) = cos

(
πx− π

6

)
имеет решение.

12.137. Найти все a , при которых три решения имеет уравнение

4−|x−a| log√3(x
2 − 2x+ 3) + 2−x2+2x · log1/3(2|x− a|+ 2) = 0.

12.138. Найти все a , при которых три решения имеет уравнение

9a
2

log2(|x2 − 4x+ 3|+ 1) + 33a−|x2−4x+3| · log2
(

1

1 + 3a− 2a2

)

= 0.

12.139. Найти все a , при которых уравнение

(1 + log5 x)

(

4 log5 x+ (a− 3) logx 5− |2a|+ 4

)

= 0
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равносильно уравнению

(logx 5x
2)(log5 x)

2 = 1.

12.140. Найти все a , при которых уравнение

(
√

log2 x−
√
2)

(

log2 x− |a| + (a− 3) logx 8

)

= 0

равносильно уравнению

(logx 2)(log x
16
2) = log x

64
2.

12.141. Найти все значения z , при которых больше 76 сумма кубов
корней уравнения log5(x

2 − 4x+ log5 z + 1) = 0 .

12.142. Найти все a , при которых неравенство log1−x/2(x−a) > 1 не
имеет решений.

12.143. Найти все значения параметра a , при которых имеет два
различных решения уравнение (x2 − 6x+ 5) log2(ax + 4) = 0 .

12.144. Для всех значений параметра a решить неравенство
∣
∣
∣
∣
log3

2x+ a

x− 1

∣
∣
∣
∣
> log3(2x+ a)− log1/3(x− 1).

12.145. Для всех значений параметра p решить неравенство

1 +
lg(p− x)

lg(x+ 1)
=

2− logp−1 4

logp−1(x+ 1)
.



Глава 13

Предел и непрерывность

13.1. Свойства числовых последовательностей

Группа А

13.1. Доказать ограниченность последовательностей:

a)

{
2n2 − 1

2 + n2

}

; b)

{
1− n√
n2 + 1

}

;

c)

{
n+ (−1)n

3n− 1

}

; d)

{
n2 + 4n+ 8

(n+ 1)2

}

;

e)

{
5n6 + 6

(n4 + 1)(n2 − 2)

}

; f )

{
3n+ 5√
4n2 − 1

}

;

g)
{√

n2 + 1− n
}
; h)

{√
n− 1−

√
n+ 1

}
;

i)
{
n(
√
n4 + n−

√
n4 − n)

}
; j )

{
3
√
9n− n3 + 3

√
9n+ n3

}
;

k)
{

3
√
n3 + 1−

√
n2 − 1

}
; l)

{√
n4+n3

n2+1 −
√
n2 − 1

}

;

m)

{
2n + 1

3n − 2

}

; n)

{
n+ lnn

n+ 1

}

;

o)
{(

1 + 1
n

)n}
; p) { n

√
n} ;

q)
{
n ln n+1

n

}
; r)

{
ln2(n+ 1)− ln2 n

}
.

13.2. Доказать ограниченность последовательностей:

a) xn =
n∑

k=1

1

n+ k
, n ∈ N; b) xn = 1 +

n∑

k=1

1

k!
, n ∈ N;
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c) xn =
1

n3

n∑

i=1

i∑

j=1

j, n ∈ N.

13.3. Доказать ограниченность последовательности {xn} и найти
sup{xn} , inf{xn} , если:

a) xn =

n∑

k=1

1

k(k + 1)
, n ∈ N; b) xn =

n∑

k=1

1

4k2 − 1
, n ∈ N;

c) xn =

n∑

k=1

(−1)k+1

k
, n ∈ N; d) xn =

n∑

k=1

k

2k
, n ∈ N.

13.4. Доказать ограниченность последовательностей:

a) xn =

n∑

k=1

1

2k(2k − 1)
, n ∈ N;

b) xn =
n∑

k=1

k

(2k − 1)(2k + 1)(2k + 3)
, n ∈ N;

c) xn =

n∑

k=1

1

k2
, n ∈ N;

d) xn = log2

(
(
1− 1

22

)
· . . . ·

(
1− 1

n2

)
)

, n ∈ N, n > 1.

13.5. Доказать неограниченность последовательностей:

a) {(−1)nn} ; b)
{
n2 − n

}
;

c) {(1− n)/
√
n} ; d) {n+ (−1)nn} ;

e)
{
(1− n)sin(πn/2)

}
; f )

{
n3/(n2 + 1)

}
;

g)
{
(n− n4)/(n+ 2)3

}
; h)

{√
n4 + n3 + 1−

√
n4 − n3 + 1

}
;

i) {5n − 4n} ; j )
{

n
√
n!
}

;

k)
{
2n/n2

}
; l)

{
n+1

log2(n+1)

}

.

13.6. Доказать, что данная последовательность монотонна, начиная
с некоторого номера:

a)

{
n+ 1

2n− 1

}

; b)

{
100n

n2 + 16

}

;
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c)
{
n3 − 6n2

}
; d)

{
n2 + 24

n+ 1

}

;

e)

{
n2

n3 + 32

}

; f )

{
1− n√

n

}

;

g)
{√

3n− 2
}
; h)

{√
n+ 2−

√
n+ 1

}
;

i)
{

3
√
n3 − 1− n

}
; j )

{√
n2 + n− n

}
;

k)

{
n+ 1√
n2 + 7

}

; l) {3n − 2n} ;

m)

{
6n+1 − 5n+1

6n + 5n

}

; n)

{
100n

n!

}

;

o)

{
2n

n

}

; p)
{
2n+1 − 3n−2

}
;

q) {lg(n+ 1)− lg n} ; r)
{
ln(n2 + 9n)− 2 lnn

}
.

13.7. Доказать, что последовательность {nqn} , 0 < q < 1 монотонна,
начиная с некоторого номера; указать этот номер.

13.8. Сформулировать, используя кванторы ∃ и ∀ , утверждение:
a) последовательность {xn} не является возрастающей, b) последователь-
ность {xn} не является убывающей.

Группа Б

13.9. Найти общий член последовательности {xn} , если x1 = a ,
xn+m = xm + xn +mn для любых m, n ∈ N .

13.10. Существует ли последовательность {xn} , что для любых на-
туральных m, n верно равенство xn+m = xm + xn +m+ n ?

13.11. Найти формулу общего члена последовательности, заданной
рекуррентным способом (a , b , α , β — заданные числа):

a) x1 = 0, xn+1 = (xn + 1)/(n+ 1), n ∈ N;

b) x1 = a, xn+1 = (n+ 1)(xn + 1), n ∈ N;
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c) x1 = 1/2, xn+1 = 1/(2− xn), n ∈ N;

d) x1 = a, xn+1 = αxn + β2n, α 6= 2, n ∈ N;
e) x1 = 1/2, xn+1 = 2/(3− xn), n ∈ N;

f ) x1 = 0, x2 = 1, xn+2 = (3xn+1 − xn)/2, n ∈ N;
g) x1 = a, x2 = b, xn+2 = xn+1 + 2xn, n ∈ N.

13.12. Найти формулу общего члена для последовательностей {xn}
и {yn} , если x1 = a , y1 = b ,

xn+1 = (2xn + yn)/3, yn+1 = (xn + 2yn)/3, n ∈ N.

13.13. Последовательность {xn} задана рекуррентным способом:
x1 = a , x2 = b , xn+2 = pxn+1 + qxn , n ∈ N , a, b, p, q ∈ R .

a) Доказать, что если уравнение λ2 = pλ + q имеет различные корни
λ1 и λ2 , то общий член последовательности {xn} имеет вид

xn =
(λ2a− b)λn−1

1 − (λ1a− b)λn−1
2

λ2 − λ1
, n ∈ N.

b) Доказать, что если уравнение λ2 = pλ + q имеет кратный корень
λ 6= 0 , то общий член последовательности {xn} имеет вид

xn =
(
2aλ− b+ n(b− aλ)

)
λn−2, n ∈ N.

13.14 ∗ . Последовательность {xn} задана рекуррентным способом:
x1 = a , x2 = b , xn+2 = pxn+1 + qxn + r , n ∈ N , a, b, p, q, r ∈ R . Найти
формулу общего члена, если

a) уравнение λ2 = pλ+ q имеет различные корни λ1 и λ2 ;
b) уравнение λ2 = pλ+ q имеет кратный корень λ0 6= 0 .

13.15 ∗ . Найти формулу общего члена последовательности, заданной
рекуррентным способом:

a) x1 = x2 = 1, xn+2 = 0, 5(xn+1 + xn) + 1, n ∈ N;
b) x1 = x2 = 1, xn+2 = xn+1 + 2xn + 2, n ∈ N.

13.16. Найти формулу общего члена последовательности {xn} , если
x1 = a > 0 , xn+1 = 1/(1 + xn) , n ∈ N .
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13.17 ∗ . Найти все значения a ∈ R , для которых формулы x1 = a ,
xn+1 = xn/(2 + xn) , n ∈ N задают последовательность. Найти формулу
общего члена этой последовательности.

13.18. Доказать ограниченность последовательности xn =
n∑

k=1

kqk ,

n ∈ N , |q| < 1 .

13.19. Доказать, что последовательность {xn} — такая, что

x1 = 2, xn+1 =
x4
n + 1

5xn
, n ∈ N,

ограничена снизу числом 1/5 , а сверху — числом 2.

13.20. Доказать ограниченность последовательности {xn} :

a) x1 = a > 0, xn+1 =
(
xn + b2/xn

)
/2;

b) x1 = a, x2 = b, xn+2 = (xn+1 + xn)/2;

c) x1 = x2 = 1, xn+2 = xn+1 + xn/2
n.

13.21. Доказать неограниченность последовательности {xn} :

a) x1 = x2 = 1, xn+2 = xn+1 + 6xn;
b) x1 = −4, x2 = 3, xn+2 = xn+1 + 3xn/4.

13.22. При каких соотношениях между a, b, c, d последовательность{
an+ b

cn+ d

}

, начиная с некоторого номера, будет возрастающей (убываю-

щей)?

13.23. Доказать, что если последовательность {xn} монотонна, то и
последовательность {(x1 + x2 + . . .+ xn)/n} также монотонна.

13.24. Доказать, что последовательность

x1 = −10, xn+1 =
xn + 1

n+ 1
, n ∈ N

убывает, начиная с некоторого номера. Указать этот номер.

13.25. Пусть x1 = 3, xn+1 = 0, 5x2
n − 1, n ∈ N . Доказать, что эта по-

следовательность ограничена снизу, но неограничена сверху и возрастает.
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13.26. Пусть x1 = 2, xn+1 = 0, 5x2
n − 1, n ∈ N .

a) Доказать, что эта последовательность ограничена.
b) Доказать, что подпоследовательности {x2k} и {x2k−1} монотонны,

начиная с некоторого номера.

13.27. Доказать, что убывает последовательность {xn} , для которой

x1 = 4, xn+1 =
x2
n + 2

2xn
, n ∈ N.

13.28. Последовательности {xn} и {yn} заданы рекуррентным спо-
собом: x1 = a > 0 , y1 = b > 0 ,

xn+1 = (xn + yn)/2, yn+1 =
√

(x2
n + y2n)/2, n ∈ N.

Доказать, что:
a) yn > xn , n ∈ N , n > 2 ;
b) последовательность {xn} возрастает (n > 2 );
c) последовательность {yn} убывает (n > 2 );
d) |yn+1 − xn+1| 6 |b− a|/4n .

13.29. Последовательности {xn} и {yn} заданы рекуррентным спо-
собом: x1 = a > 0 , y1 = b > 0 ,

xn+1 =
√
xnyn, yn+1 = (xn + yn)/2, n ∈ N.

Доказать, что:
a) последовательность {xn} возрастает;
b) последовательность {yn} убывает;
c) обе последовательности {xn} и {yn} ограничены;
d) |yn+1 − xn+1| 6 |b− a|/2n .

13.30. Доказать, что любая последовательность содержит монотон-
ную подпоследовательность.
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13.2. Предел последовательности

Группа А

13.31. Доказать, что если последовательность сходится (т.е. имеет ко-
нечный предел), то она ограничена. Показать, что обратное утверждение
не верно.

13.32. Последовательность {xn} называется стационарной, если су-
ществует такое число a и номер N ∈ N , что при всех n > N выполнено
xn = a . Доказать:

a) любая стационарная последовательность сходится;
b) сумма и произведение двух стационарных последовательностей так-

же стационарны;
c) если последовательности {xn} и {yn} стационарны и yn 6= 0 при

всех n ∈ N , то {xn/yn} также является стационарной последовательно-
стью.

13.33. Используя определение предела последовательности доказать,
что:

a) lim
n→∞

a

n
= 0, a ∈ R; b) lim

n→∞
(−1)n

n
= 0; c) lim

n→∞
n

2n+ 1
=

1

2
;

d) lim
n→∞

2− n

2 + n
= −1; e) lim

n→∞
n2 + 1

n2
= 1; f ) lim

n→∞
1

np
= 0, p > 1.

13.34. Доказать, что если последовательность {xn} сходится к a , то
и любая ее подпоследовательность также сходится к числу a . Привести
пример расходящейся последовательности, составленной из двух (k > 2 ,
где k ∈ N ) сходящихся подпоследовательностей.

13.35. Доказать, что последовательность {xn} расходится, если:

a) xn = (−1)n; b) xn = n; c) xn = sin(πn/2);

d) xn = [(−1)n/n] ; e) xn = sinn◦; f ) xn =
n2 − 2n

n+ 1
.

(Напомним, что [x] — функция целой части числа x , равная наибольше-
му целому числу, не превосходящему x .)
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13.36. Известно, что последовательность {xn} сходится к a и a < q .
Доказать, что почти все члены последовательности {xn} (т.е. за исклю-
чением, быть может, конечного числа) меньше q .

13.37. Используя теоремы о пределах, связанные с арифметическими
действиями, вычислить:

a) lim
n→∞

5n3 − 3n2

n3 + 1
; b) lim

n→∞

3
√
n3 + 2n− 1

n+ 2
;

c) lim
n→∞

(n+ 1)4 − (n− 1)4

(n+ 1)3 + (n− 1)3
; d) lim

n→∞

4
√
n5 + 2− 3

√
n2 + 1

5
√
n4 + 2 +

√
n3 + 1

;

e) lim
n→∞

(
n− 1

n

)5

; f ) lim
n→∞

(−1)n + 1/n

(−1)n − 1/n2
;

g) lim
n→∞

3n

5 + 3n+1
; h) lim

n→∞
2n+2 + 3n+3

2n + 3n
;

i) lim
n→∞

5 · 2n+1 − 7 · 3n + 1

2n+1 − 5 · 3n+1 + 6
; j ) lim

n→∞
(−1)n · 6n − 5n+1

5n − (−1)n+1 · 6n+1
;

k) lim
n→∞

(
√
n+ 2−√

n); l) lim
n→∞

(
√
n2 + 2n− n);

m) lim
n→∞

(
√
n2 − 5n+ 6− n); n) lim

n→∞
n(
√
n2 + 1− n);

o) lim
n→∞

(n+ 3
√
n2 − n3); p) lim

n→∞
( 3
√
n3 + 5n2 − n).

13.38. Известно, что lim
n→∞

xn = a . Доказать, что lim
n→∞

|xn| = |a| .

13.39. Пусть lim
n→∞

xn = a и lim
n→∞

yn = b . Кроме того, почти для всех

n ∈ N выполнено xn 6 yn . Доказать, что a 6 b . Показать, что из условия
xn < yn для всех n ∈ N , может не следовать строгое неравенство a < b .

13.40. Пусть lim
n→∞

yn = 0 и почти для всех n ∈ N выполнено нера-

венство |xn| 6 |yn| . Доказать, что lim
n→∞

xn = 0 .

13.41. Пусть lim
n→∞

xn = lim
n→∞

zn = a . Кроме того, почти для всех

n ∈ N выполнено xn 6 yn 6 zn . Доказать, что lim
n→∞

yn = a (теорема о

двух милиционерах).

13.42. Используя теоремы о предельных переходах в неравенствах
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(см. три предыдущие задачи), вычислить:

a) lim
n→∞

(
n

2n+ 1

)n

; b) lim
n→∞

(
3n+ 1

4n+ 5

)n

;

c) lim
n→∞

(
n2 − 1

(2n+ 1)(n+ 2)

)n

; d) lim
n→∞

n sinn!

n2 + 1
;

e) lim
n→∞

n
√
a, a > 0; f ) lim

n→∞
n
√
n;

g) lim
n→∞

n

an
, a > 1; h) lim

n→∞
loga n

n
, a > 1;

i) lim
n→∞

2n

n!
; j ) lim

n→∞
n
√
3n + 2n.

13.43. Вычислить lim
n→∞

zn , где zn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+. . .+
1√

n2 + n
.

13.44. Пусть a1, a2, . . . , ak > 0 и A = max{a1, a2, . . . , ak} . Найти

lim
n→∞

n
√

an1 + an2 + . . .+ ank .

13.45. Вычислить пределы:

a) lim
n→∞

1 + 2 + . . .+ 2n

1 + 5 + . . .+ 5n
; b) lim

n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ . . .+

n

n2

)

;

c) lim
n→∞

(

√
3 +

1√
3
+

1

3
√
3
+ . . .+

√
3

3n−1

)

;

d) lim
n→∞

(
1 + 3 + 5 + . . .+ (2n+ 1)

n+ 1
− 2n− 1

2

)

;

e) lim
n→∞

(
12

n3
+

22

n3
+ . . .+

(n− 1)2

n3
+

1

n

)

;

f ) lim
n→∞

(
7

10
+

29

102
+ . . .+

5n + 2n

10n

)

;

g) lim
n→∞

(
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . .+
1

n · (n+ 1)

)

;
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h) lim
n→∞

(
1

1 · 3 +
1

3 · 5 + . . .+
1

(2n− 1) · (2n+ 1)

)

;

i) lim
n→∞

1√
n

(
1√

1 +
√
3
+

1√
3 +

√
5
+ . . .+

1√
2n− 1 +

√
2n+ 1

)

;

j ) lim
n→∞

(
1

n4
+

8

n4
+ . . .+

n3

n4

)

;

13.46. Пусть {an} — арифметическая прогрессия с разностью d 6= 0 .
Найти:

a) lim
n→∞

(
1

a1 · a2
+

1

a2 · a3
+ . . .+

1

an · an+1

)

, если an 6= 0 , n ∈ N ;

b) lim
n→∞

1√
n

(
1√

a1 +
√
a2

+
1√

a2 +
√
a3

+ . . .+
1√

an +
√
an+1

)

, если

an > 0 , n ∈ N .

13.47. Найти lim
n→∞

xn , если:

a) xn =

(

1− 2

2 · 3

)(

1− 2

3 · 4

)

· . . . ·
(

1− 2

(n+ 1)(n+ 2)

)

, n ∈ N ;

b) xn =

(

1− 1

22

)(

1− 1

32

)

· . . . ·
(

1− 1

n2

)

, n ∈ N , n > 2 , x1 = 1 .

13.48. Привести примеры последовательностей {xn} и {yn} таких,
что lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn = 0 и:

a) lim
n→∞

(xn/yn) = 0 ; b) lim
n→∞

(xn/yn) = 1 ;

c) lim
n→∞

(xn/yn) = ∞ ; d) lim
n→∞

(xn/yn) не существует.

13.49. Известно, что lim
n→∞

xnyn = 0 . Следует ли отсюда, что хотя бы

одна из последовательностей {xn} или {yn} стремится к нулю?

13.50. Привести примеры расходящихся последовательностей {xn} и
{yn} , для которых сходятся последовательности:

a) {xn + yn} ; b) {xnyn} ; c) {xn/yn} .

13.51. Последовательность {xn} сходится, а последовательность {yn}
расходится. Доказать, что при любых a, b ∈ R , b 6= 0 последовательность
{axn + byn} расходится.
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13.52. Доказать, что монотонная последовательность имеет конечный
предел тогда и только тогда, когда она ограничена (лемма Вейерштрасса).

13.53. Доказать, что монотонная последовательность имеет конеч-
ный предел, если имеет конечный предел какая либо ее подпоследова-
тельность.

13.54. Найти lim
n→∞

xn , если xn равно:

a)
nα

n!
, α > 0; b)

(n+ k)!

nn
, k ∈ N; c)

nn

(2n)!
;

d)
nn

(n!)2
; e)

nn

(n!)α
, α > 0; f ) loga

4nn!

nn
, a > 0, a 6= 1.

13.55. Доказать, что последовательность {xn} сходится, если xn рав-
но:

a)
1

n
+

1

n+ 1
+ . . .+

1

2n
; b) 1 +

12

4
+

22

42
+ . . .+

n2

4n
;

c)

(

1 +
1

2

)(

1 +
1

22

)

· . . . ·
(

1 +
1

2n

)

.

13.56. Найти lim
n→∞

xn , если xn равно:

a)

(

1 +
1

n(n+ 2)

)n2

; b)

(
2n + 3

2n + 1

)2n

; c)

(
n2 + 1

n2 − 2

)n2

;

d)

(
n2 + n

n2 + 2n+ 2

)n

; e)

(
n2 − n+ 1

n2 + n+ 1

)n

; f )

(
n− 1

n+ 1

)n/2

.

13.57. Последовательность {xn} называется фундаментальной, если
для любого ε > 0 найдется номер N ∈ N , что при всех n,m > N
верно |xn−xm| < ε . Доказать, что любая сходящаяся последовательность
фундаментальна.

13.58. Доказать, что для того, чтобы последовательность {xn} была
фундаментальной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:
∀ε > 0 ∃N ∀n > N ⇒ |xn − xN | < ε .

13.59. Доказать, что сумма и произведение двух фундаментальных
последовательностей также фундаментальны.
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13.60. Доказать, что любая подпоследовательность фундаментальной
последовательность также фундаментальна.

13.61. Доказать, что любая фундаментальная последовательность
ограничена.

13.62. Доказать, что если некоторая подпоследовательность фунда-
ментальной последовательности сходится к числу a , то и вся последова-
тельность также сходится к этому числу.

13.63. Доказать критерий Коши: последовательность сходится тогда
и только тогда, когда она фундаментальна.

13.64. Доказать, что последовательность {xn} сходится, если xn рав-
но:

a)
n+ 1

3n− 2
; b)

∑n
k=1 aq

k, |q| < 1, a ∈ R;

c) 0, 77 . . . 7
︸ ︷︷ ︸

n цифр

; d)
sin a

2
+

sin 2a

22
+ . . .+

sinna

2n
, a ∈ R;

e) 1 +
1

2!
+ . . .+

1

n!
; f )

1

1 · 2 − 1

2 · 3 + . . .+
(−1)n−1

n(n+ 1)
.

13.65. Доказать, что последовательность {xn} расходится, если xn

равно:

a) 1 +
1

2
+ . . .+

1

n
; b)

n cosπn− 1

2n
;

c) (−1)n
(

1 +
1

n

)n

; d)
1

22
+

2

32
+ . . .+

n

(n+ 1)2
.

Группа Б

13.66. Пусть A(x1, y1), B(x2, y2) ∈ R2 . Доказать, что следующие
функции являются метриками на R2 и в каждом случае изобразить еди-
ничную окрестность начала координат:

a) d(A,B) = |x1 − x2|+ |y1 − y2| ;
b) d(A,B) = max{|x1 − x2|, |y1 − y2|} ;
c) d(A,B) =

√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 .
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13.67. Пусть (X, d) — метрическое пространство, A ⊆ X . Предель-
ной точкой множества A называется такая точка x ∈ X , что для любого
ε > 0 выполняется A ∩ Ǒε(x) 6= ∅ (где Ǒε(x) = Oε(x)\{x} — проко-
лотая ε -окрестность точки x ). A′ — множество всех предельных точек
множества A и [A] = A ∪ A′ называется замыканием множества A (со-
ответствие, которое ставит каждому множеству его замыкание, называет-
ся оператором замыкания или оператором Куратовского). Доказать, что
x ∈ [A] тогда и только тогда, когда найдется такая последовательность
{an} ⊆ A , что lim

n→∞
an = x .

13.68. Доказать, что оператор замыкания удовлетворяет следующим
свойствам:

a) A ⊆ [A] ;
b) [A ∪B] = [A] ∪ [B] ;
c)
[
[A]
]
= [A] .

13.69. Привести пример множеств A и B , что [A ∩ B] 6= [A] ∩ [B] .

13.70. Доказать, что [A] — замкнутое множество.

13.71. Доказать, что

[A] =
⋂

{F ⊆ X : F — замкнутое множество и A ⊆ F}.

13.72. Пусть {xn} — числовая последовательность. Число a называ-
ется частичным пределом последовательности {xn} , если у нее найдется
подпоследовательность, сходящаяся к a . Пусть L — множество всех ча-
стичных пределов {xn} , тогда supL и inf L соответственно называются
верхним и нижним пределами {xn} и обозначаются lim

n→∞
xn , lim

n→∞
xn . Для

следующих последовательностей найти множество частичных пределов,
а также lim

n→∞
xn , lim

n→∞
xn :

a) xn = cos(πn/3); b) xn =
(3 cos(πn/2)− 1)n+ 1

n
;

c) xn =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
; d) xn =

n2 sin(πn/2) + 1

n+ 1
.

13.73. Доказать, что всякая монотонная последовательность имеет не
более одного частичного предела.
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13.74. Привести пример последовательности со счетным числом ча-
стичных пределов.

13.75. Привести пример последовательности, у которой множество
всех частичных пределов совпадает с отрезком [a; b] , где a, b ∈ R , a 6 b .

13.76. Найти lim
n→∞

(
1

1 · 2 · 3 +
1

2 · 3 · 4 + . . .+
1

n(n+ 1)(n+ 2)

)

.

13.77. Доказать, что последовательность

Sn =
n∑

i=1

i∑

j=1

j

n3
, n ∈ N

имеет предел и найти его.

13.78. Найти lim
n→∞

xn , если

xn = 1
n

(
(
a+ 1

n

)2
+
(
a+ 2

n

)2
+ . . .+

(
a+ n−1

n

)2
)

.

13.79. Пусть xn 6= 1 , n ∈ N , lim
n→∞

xn = 1 . Найти

lim
n→∞

xn + x2
n + . . .+ xk

n − k

xn − 1
, k ∈ N.

13.80. Пусть {pn} — последовательность натуральных чисел и пусть
последовательность

Sn =
1

p1
+

1

p2
+ . . .+

1

pn
, n ∈ N

сходится. Доказать, что сходится и последовательность

σn =

(

1 +
1

p1

)(

1 +
1

p2

)

· . . . ·
(

1 +
1

pn

)

, n ∈ N.

13.81. Доказать, что последовательность {xn} , заданная рекуррент-
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ным способом, имеет предел и найти его:

a) x1 = 13, xn+1 =
√
12 + xn;

b) x1 =
√
a, xn+1 =

√
a+ xn, a > 0;

c) x1 =
k
√
5, xn+1 =

k
√
5xn, k ∈ N;

d) x1 = k
√
a, xn+1 = k

√
axn, k ∈ N, a > 0;

e) x1 = 1/6, xn+1 =
4

3
xn − x2

n;

f ) x1 = 7/6, xn+1 =
4

3
xn − x2

n;

g) x1 = 1, xn+1 = 1 + 1/xn;

h) x1 > 0, xn+1 =
1

2

(

xn +
a

xn

)

, a > 0;

i) x1 = 2019, xn+1 =
√
14 +

√
xn;

j ) x1 = a, xn+1 = 1− x2
n, a ∈ (0; 1);

k) x1 = a, xn+1 =
1

1 + xn
, a > −1;

l) x1 > 0, xn+1 =
a

xn
+ b, a, b > 0;

m) x1 = 1, xn+1 =
3
√
6 + xn;

n) x1 = a, xn+1 = 1− 1

4xn
, a > 1/2;

o) x1 = a, xn+1 = 1− 1

4xn
, a < 0;

p) x1 = a, xn+1 = 1− 1

4xn
, 0 < a < 1/4.

13.82. Исследовать на сходимость последовательность, заданную ре-
куррентным способом:

a) x1 = 0, xn+1 =
xn + 1

xn + 2
; b) x1 = 1/2, xn+1 = (1− xn)

2;
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c) x1 = −3, xn+1 = 1 +
6

xn
; d) x1 = −7/13, xn+1 =

1 + xn

2xn
;

e) x1 = 8/17, xn+1 =
1

xn
− 3

2
; f ) x1 = 9/10, xn+1 =

1

2xn − 1
;

g) x1 = 2, xn+1 =
6

xn − 1
; h) x1 > 0, xn+1 = a

(

xn +
1

xn

)

.

13.83. Пусть a ∈ R , x1 = a/2 , xn+1 =
a

2
+

x2
n

2
. Найти все значения

a , при которых {xn} сходится и найти ее предел.

13.84. Пусть x1 ∈ (0; 1) , xn+1 = xn(2 − xn) , n ∈ N . Доказать, что
lim
n→∞

xn = 1 . Исследовать {xn} на сходимость, если x1 6∈ (0; 1) .

13.85. Последовательности {xn} и {yn} удовлетворяют условиям:
x1 = a > 0 , y1 = b > 0 ,

a) xn+1 =
√
xnyn, yn+1 = (xn + yn)/2, n ∈ N ;

b) xn+1 = (xn + yn)/2, yn+1 =
2xnyn
xn + yn

, n ∈ N .

Доказать, что последовательности {xn} , {yn} сходятся и lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn .

В случае (b) найти этот предел.

13.86. При каких a и b из R сходится или расходится последова-
тельность {xn} , если x1 = a , x2 = b и для любых n ∈ N :

a) xn+2 = 2xn+1 − xn; b) xn+2 = 4xn+1 − 3xn;

c) xn+2 = −2xn+1 − xn; d) xn+2 = xn+1 + 2xn;

e) xn+2 = (2xn+1 + xn)/3.

13.87. Пусть lim
n→∞

xn = x , xn 6= 0 , n ∈ N .

a) Существует ли lim
n→∞

xn+1/xn ?

b) Доказать, что если этот предел существует и равен q , то |q| 6 1 .
c) Может ли последовательность {xn+1/xn} быть неограниченной?

13.88. Последовательность {yn} такова, что lim
n→∞

(yn+1 − yn) = a .

Доказать, что lim
n→∞

yn/n = a .
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13.89. a) Пусть lim
n→∞

xn = 0 . Доказать, что

lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn

n
= 0.

b) Пусть lim
n→∞

xn = a . Доказать, что

lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn

n
= a.

c) Привести пример расходящейся последовательности {xn} , для ко-
торой существует

lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn

n
.

13.90. Пусть lim
n→∞

xn = a , xn > 0 , n ∈ N . Доказать, что

lim
n→∞

n
1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

= a.

13.91. Пусть lim
n→∞

xn = a , lim
n→∞

yn = b , b 6= 0 , y1+ . . .+yn 6= 0 , n ∈ N .

Доказать, что

lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn

y1 + y2 + . . .+ yn
=

a

b
.

13.92. a) Пусть lim
n→∞

xn = 1 , xn > 0 , n ∈ N . Доказать, что

lim
n→∞

n
√
x1x2 · . . . · xn = 1.

b) Пусть lim
n→∞

xn = x > 0 , xn > 0 , n ∈ N . Доказать, что

lim
n→∞

n
√
x1x2 · . . . · xn = x.

c) Привести пример расходящейся последовательности {xn} , для ко-
торой существует

lim
n→∞

n
√
x1x2 · . . . · xn.

13.93. Найти:

a) lim
n→∞

n
√
n!

n
; b) lim

n→∞
1

n
n
√

(n+ 1)(n+ 2) · . . . · (2n);

c) lim
n→∞

4nn!

(3n)n
; d) lim

n→∞

p
√
n

n
√
n!
, p ∈ N, p > 1.
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13.94 ∗ . Пусть последовательность {xn} строго монотонна, начиная
с некоторого номера, и lim

n→∞
xn = ∞ . Последовательность {yn} такова,

что

lim
n→∞

yn+1 − yn
xn+1 − xn

= a.

Доказать, что и lim
n→∞

yn/xn = a (теорема Штольца).

13.95 ∗ . Пусть последовательность {xn} строго монотонна, начиная с
некоторого номера, и lim

n→∞
xn = 0 . Последовательность {yn} такова, что

lim
n→∞

yn = 0 и

lim
n→∞

yn+1 − yn
xn+1 − xn

= a.

Доказать, что и lim
n→∞

yn/xn = a .

13.96 ∗ . Пусть p ∈ N . Найти:

a) lim
n→∞

1

np+1
(1p + 2p + . . .+ np) ;

b) lim
n→∞

(
1

np
(1p + 2p + . . .+ np)− n

p+ 1

)

.

13.97 ∗∗ . Последовательность {xn} такова, что для любых n,m ∈ N

выполнено
0 6 xn+m 6 xn + xm.

Доказать, что последовательность {xn/n} сходится.
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13.3. Предел и непрерывность функции

Группа А

13.98. По определению предела функции в точке, а также используя
неравенство | sin x| 6 |x| (справедливое для всех x ∈ R ), доказать, что:

a) lim
x→x0

(ax+ b) = ax0 + b; b) lim
x→x0

ax2 = ax2
0; c) lim

x→x0

sinx = sin x0;

d) lim
x→x0

cosx = cosx0; e) lim
x→2

x2 − 4

x− 2
= 4; f ) lim

x→0

x3 + 2x

x2 + x
= 2.

13.99. Доказать, что lim
x→0

f(x) не существует, если:

a) f(x) = |x|/x; b) f(x) = arcctg (1/x); c) f(x) = sign sin(1/x).

13.100. Используя теоремы об арифметических операциях с предела-
ми функций, найти (при условии, что n,m ∈ N ):

a) lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x− 1
; b) lim

x→∞
x2 − 1

2x2 − x− 1
;

c) lim
x→−1

x2 − 4x− 5

x2 − 1
; d) lim

x→∞
x2 − 4x− 5

x2 − 1
;

e) lim
x→0

(1 + x)(1 + 2x)(1 + 3x)− 1

x
; f ) lim

x→0

(1 + x)5 − (1 + 5x)

x2 + x5
;

g) lim
x→0

(1 +mx)n − (1 + nx)m

x2
; h) lim

x→−1

x3 − 2x− 1

x5 − 2x− 1
;

i) lim
x→∞

(2x− 3)20(3x+ 2)30

(2x+ 1)50
; j ) lim

x→2

(x2 − x− 2)20

(x3 − 12x+ 16)10
;

k) lim
x→1

x+ x2 + . . .+ xn − n

x− 1
; l) lim

x→1

x100 − 2x+ 1

x50 − 2x+ 1
;

m) lim
x→a

(xn − an)− nan−1(x− a)

(x− a)2
; n) lim

x→1

xm − 1

xn − 1
;

o) lim
x→1

xn+1 − (n+ 1)x+ n

(x− 1)2
; p) lim

x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)

;

q) lim
x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2
; r) lim

x→6

√
x− 2− 2

x− 6
;
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s) lim
x→∞

√

x+
√

x+
√
x

√
x+ 1

; t) lim
x→∞

√
x+ 3

√
x+ 4

√
x√

2x+ 1
;

u) lim
x→1

3
√
x− 1

4
√
x− 1

; v) lim
x→0

√
1 + x− 1

3
√
1 + x− 1

;

w) lim
x→0

n
√
1 + x− 1

x
; x ) lim

x→0

√
1− 2x− x2 − (1 + x)

x
;

y) lim
x→0

3
√
8 + 3x− x2 − 2

x+ x2
; z ) lim

x→0

√
1 + x−

√
1− x

3
√
1 + x− 3

√
1− x

.

13.101. При условии, что α, β ∈ R и m, n ∈ N найти:

a) lim
x→0

m
√

1 + αx− n
√

1 + βx

x
; b) lim

x→0

m
√

1 + αx n
√

1 + βx− 1

x
.

13.102. Пусть P (x) = a1x+a2x
2+ . . .+anx

n и m ∈ N . Доказать, что

lim
x→0

m
√

1 + P (x)− 1

x
=

a1
m
.

13.103. Найти пределы (при условии, что m, n ∈ N ):

a) lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

; b) lim
x→∞

(√

x+
√

x+
√
x−√

x

)

;

c) lim
x→∞

(√

(x+ a)(x+ b)− x
)

; d) lim
x→∞

(
n
√

(x+ a1) · . . . · (x+ an)− x
)

;

e) lim
x→∞

(
3
√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
; f ) lim

x→∞

(
3
√
x3 + x2 + 1− 3

√
x3 − x2 + 1

)
.

13.104. Найти постоянные a и b из условия

lim
x→∞

(
x2 + 1

x+ 1
− ax− b

)

= 0.

(Как это связано с задачей нахождения асимптот графиков?)

13.105. Найти постоянные a, b, c, d из условий:

a) lim
x→−∞

(√
x2 − x+ 1− ax− b

)
= 0;

b) lim
x→∞

(√
x2 − x+ 1− cx− d

)
= 0.
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При вычислении пределов бывают полезны следующие замечательные
пределы:

I. lim
x→0

sin x

x
= 1; II. lim

x→0
(1 + x)1/x = e;

III. lim
x→∞

(

1 +
1

x

)x

= e; IV. lim
x→0

loga(1 + x)

x
=

1

ln a
, a > 0;

V. lim
x→0

(1 + x)a − 1

x
= a; VI. lim

x→0

ax − 1

x
= ln a, a > 0.

(Соотношения III–VI являются следствиями второго замечательного пре-
дела.)

13.106. Найти:

a) lim
x→0

1− cos 2x

x2
; b) lim

x→∞
sinx

x
; c) lim

x→0

sinnx

sinmx
;

d) lim
x→a

sinx− sin a

x− a
; e) lim

x→a

cosx− cos a

x− a
; f ) lim

x→0

arctg x

x
;

g) lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
; h) lim

x→0

cosx− cos 3x

x2
; i) lim

x→−2

tg πx

x + 2
;

j ) lim
x→π/4

sin x− cosx

1− tg x
; k) lim

x→π/3

sin(x− π/3)

1− 2 cosx
; l) lim

x→π

1− sin(x/2)

π − x
;

m) lim
x→0

√
cosx− 3

√
cosx

sin2 x
; n) lim

x→0

√
1− cosx2

1− cosx
; o) lim

x→0

1−√
cosx

1− cos
√
x
.

p) lim
x→0

1− cosx cos 2x cos 3x

1− cosx
; q) lim

x→0

√
1 + sin x−

√
1− sinx

x
;

r) lim
x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3
; s) lim

x→∞
(sin

√
x+ 1− sin

√
x).

13.107. Вычислить:

a) lim
x→∞

(
x

2x+ 1

)x2

; b) lim
x→∞

(
x

x+ 1

)x

;

c) lim
x→∞

(
x2 + 4

x2 − 4

)x2

; d) lim
x→0

(√
1 + x− x

)1/x
;

e) lim
x→0

(
1 + 3x4

)1/ sin2 x
; f ) lim

x→π/2
(1 + ctg x)tg x ;
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g) lim
x→0

(cosx)−1/x2

; h) lim
x→π/2

(sin x)tg
2 x ;

i) lim
x→0

(cos 6x)ctg
2 x ; j ) lim

x→0

(
ln(e+ x)

)ctg x
;

k) lim
x→0

(
1 + tg x

1 + sin x

)1/ sinx

; l) lim
x→a

(
sinx

sin a

)1/(x−a)

;

m) lim
x→0

(
tg(π/4− x)

)ctg x
; n) lim

x→∞

(

sin
1

x
+ cos

1

x

)x

.

13.108. Доказать, что:

a) lim
x→∞

x

ax
= 0 (a > 1); b) lim

x→−∞
x

ax
= −∞ (a > 1);

c) lim
x→∞

xk

ax
= 0 (a > 1, k ∈ N); d) lim

x→∞
ln x

x
= 0.

13.109. Вычислить:

a) lim
x→∞

x
(
ln(x+ 1)− lnx

)
; b) lim

x→a

lnx− ln a

x− a
, a > 0;

c) lim
x→∞

ln(1− x+ x2)

1 + x+ x10
; d) lim

x→∞
ln(2 + e3x)

ln(3 + e2x)
;

e) lim
x→a

xa − ax

x− a
, a > 0; f ) lim

x→a

xx − aa

x− a
, a > 0;

g) lim
x→0

(x+ ex)1/x ; h) lim
x→−∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
;

i) lim
x→∞

ln(1 + 3x)

ln(1 + 2x)
; j ) lim

x→1
(1− x) logx 2;

k) lim
x→0

ln(x2 + ex)

ln(x4 + ex)
; l) lim

x→∞
ln(x2 + ex)

ln(x4 + ex)
.

13.110. Сформулировать определение непрерывной функции в точке,
используя определение предела функции по Гейне (т.е. на языке последо-
вательностей).

13.111. Сформулировать определение непрерывной функции в точке,
используя односторонние пределы.
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13.112. Пусть функция непрерывна в точке x0 и f(x0) 6= 0 . Доказать,
что существует число C > 0 и окрестность точки x0 такие, что для
любого x из этой окрестности верно неравенство |f(x)| > C .

13.113. Пусть функция непрерывна в точке x0 и в любой окрестности
этой точки функция принимает как положительные, так и отрицательные
значения. Найти f(x0) .

13.114. Пусть функция определена в некоторой окрестности x0 . Сфор-
мулировать, используя кванторы ∃ и ∀ , утверждение, что функция не
является непрерывной в точке x0 .

13.115. Установить, существует или нет значение a , при котором
функция f непрерывна в точке x0 :

a) f(x) =

{

x sin(1/x), x 6= 0,

a, x = 0,
x0 = 0;

b) f(x) =

{
1+x
1+x3 , x 6= −1,

a, x = −1,
x0 = −1;

c) f(x) =

{

ax2 + 1, x > 0,

−x, x 6 0,
x0 = 0;

d) f(x) =

{

cosx, x 6 0,

a(x− 1), x > 0,
x0 = 0.

13.116. Установить, существуют или нет значения a и b , при которых
функция f непрерывна на своей области определения, если:

a) f(x) =







(x− 1)3, x 6 0,

ax + b, 0 < x < 1,√
x, x > 1;

b) f(x) =

{

x, |x| 6 1,

x2 + ax+ b, |x| > 1;
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c) f(x) =







(x− 1)2

x2 − 1
, |x| 6= 1,

a, x = −1,

b, x = 1;

d) f(x) =







x cos(x/2)

sin x
, x ∈ [−π/2; 3π/2] , x 6= 0, x 6= π,

a, x = 0,

b, x = π;

13.117. Доказать, что функция Дирихле χ(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x ∈ R\Q

разрывна в каждой точке.

13.118. Доказать, что функция f(x) =

{
x, x ∈ Q,
0, x ∈ R\Q непрерывна в

точке x = 0 и разрывна в остальных точках.

13.119. Обязательно ли будет разрывной в данной точке x0 сумма
двух функций f(x) и g(x) , если:

a) функция f(x) непрерывна, а g(x) разрывна при x = x0 ;
b) обе функции разрывны при x = x0 ?

Построить соответствующие примеры.

13.120. Обязательно ли произведение двух функций f(x) и g(x) тер-
пит разрыв непрерывности в данной точке x0 , если:

a) функция f(x) непрерывна, а g(x) разрывна при x = x0 ;
b) обе функции разрывны при x = x0 ?

Построить соответствующие примеры.

13.121. Можно ли утверждать, что квадрат разрывной функции так-
же разрывная функция? Построить пример всюду разрывной функции,
квадрат которой есть функция непрерывная.
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Группа Б

13.122. Доказать, что если функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b]
и на его концах принимает значения разных знаков (т.е. f(a) · f(b) < 0 ),
то на этом отрезке уравнение f(x) = 0 имеет корень (теорема Больцано-
Коши о нуле).

13.123. Доказать, что уравнение x5 − 3x = 1 :
a) имеет хотя бы один корень на интервале (1; 2) ;
b) имеет не менее трех корней на R .

13.124. Доказать, что если функция f(x) непрерывна на отрезке
[a; b] , то на этом отрезке она принимает все промежуточные значения
между f(a) и f(b) (теорема о промежуточном значении).

13.125. Доказать, что любой многочлен нечетной степени имеет хотя
бы один действительный корень.

13.126. Доказать, что если многочлен четной степени принимает хотя
бы одно значение, противоположное по знаку коэффициенту старшего
члена, то он имеет не менее двух действительных корней.

13.127. Доказать, что если функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b]

и f([a; b]) ⊆ [a; b] , то обязательно найдется такая точка x0 ∈ [a; b] , что
f(x0) = x0 (теорема Брауэра о неподвижной точке).

13.128. Доказать, что если функция f(x) непрерывна на отрезке
[a; b] , то она необходимо ограничена на этом отрезке (первая теорема Вей-
ерштрасса).

13.129. Доказать, что если функция f(x) непрерывна на отрезке
[a; b] , то она достигает на этом отрезке своего максимального и мини-
мального значения (вторая теорема Вейерштрасса).

13.130. Доказать, что если функция f(x) непрерывна на некотором
промежутке A ⊆ R (промежуток — это выпуклое множество на прямой),
то f(A) также является промежутком.

13.131. Пусть функция f(x) непрерывна на некотором промежутке
A ⊆ R . Доказать, что f(x) обратима тогда и только тогда, когда f(x)

строго монотонна на A .
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13.132. Привести пример непрерывной, строго возрастающей функ-
ции, обратная к которой разрывна.

13.133. Доказать, что если функция f(x) обладает следующими свой-
ствами: 1) определена и монотонна на отрезке [a; b] ; 2) в качестве своих
значений принимает все числа между f(a) и f(b) , то эта функция непре-
рывна на отрезке [a; b] .

13.134. Пусть функция f(x) непрерывна и ограничена в неограни-
ченном интервале (x0;∞) . Доказать, что для любого T ∈ R найдется
последовательность xn → ∞ , для которой

lim
n→∞

(

f(xn + T )− f(xn)
)

= 0.

13.135. Пусть функции f(x) и g(x) — непрерывные периодические
функции, определенные на всей прямой и для которых

lim
x→∞

(

f(x)− g(x)
)

= 0.

Доказать, что эти функции тождественно равны (т.е. для любого x ∈ R

следует, что f(x) = g(x) ).

13.136. Существует ли непрерывное отображение:
a) отрезка на интервал;
b) интервала на отрезок?

Построить взаимно однозначное отображение отрезка на интервал.

13.137 ∗ . a) Доказать, что функция, определенная на R , не может
быть непрерывной во всех рациональных точках и разрывной во всех
иррациональных.

b) Существует ли функция, непрерывная во всех рациональных точках
отрезка [0; 1] и разрывная во всех его иррациональных точках?

c) Существует ли функция, определенная на R , непрерывная во всех
иррациональных точках и разрывная во всех рациональных точках?

13.138 ∗∗ . Существует ли такая последовательность {fn(x)} непре-
рывных на R функций, что для каждого x ∈ R выполнено

lim
n→∞

fn(x) = χ(x)

(

χ(x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x ∈ R\Q — функция Дирихле

)

?
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Группа А

14.1. Используя определение производной, найти f ′(x) , если:

a) f(x) = x2; b) f(x) = x3; c) f(x) = xn, n ∈ N;

d) f(x) = sinx; e) f(x) = cosx; f ) f(x) = 1/x;

g) f(x) =
√
x; h) f(x) = 3

√
x; i) f(x) = tg x;

j ) f(x) = ctg x; k) f(x) = arcsinx; l) f(x) = arccosx.

14.2. Доказать, что из существования f ′(x0) следует непрерывность
функции f(x) в точке x0 .

14.3. Существует ли f ′(x0) , если:

a) f(x) = |x|, x0 = 0; b) f(x) = signx, x0 = 0;

c) f(x) = x · |x|, x0 = 0; d) f(x) = x · signx, x0 = 0;

e) f(x) =
√

|x|, x0 = 0; f ) f(x) = 3
√
x, x0 = 0.

14.4. Доказать, что если функция дифференцируема в точке x0 , и
n ∈ N , то

lim
n→∞

n

(

f

(

x0 +
1

n

)

− f(x0)

)

= f ′(x0).
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Обратно, если существует предел из левой части этого равенства, можно
ли утверждать, что эта функция имеет производную в точке x0 ?

14.5. Найти f ′(x) , используя основные правила нахождения произ-
водных (т.е. производные от суммы, произведения, частного функций):

a) f(x) =
2x

1− x2
; b) f(x) =

1 + x− x2

1− x+ x2
;

c) f(x) =
ln 3

x
+ e2; d) f(x) =

a

x2
+

b

x3
+

c

x4
;

e) f(x) =
√
x+ 3

√
x+ 4

√
x; f ) f(x) = x

√
5 −

√
5
x
;

g) f(x) =
ax + b

cx+ d
; h) f(x) =

√
x

2 +
3
√
x2

;

i) f(x) = 5x cosx; j ) f(x) = (x+ 1) tg x;

k) f(x) = x2 ctg x+ 2; l) f(x) =

√
x

ctg x
;

m) f(x) =
sin x+ cosx

sin x− cosx
; n) f(x) = arctg x+ x + arcctg x;

o) f(x) = xarcsinx; p) f(x) = arccos 2x;

q) f(x) =
arcsinx

arccosx
; r) f(x) = x3 lnx;

s) f(x) =
x

ln x
; t) f(x) = 2x log2 x;

u) f(x) = logx 2; v) f(x) = logx 2
x;

w) f(x) =
arcsinx

ex
; x ) f(x) = ex tg2 x;

y) f(x) = x5e−x; z ) f(x) = cos 2x.

14.6. Используя правило вычисления производной сложной функции,
найти f ′(x) , если:

a) f(x) = (2x− 1)9; b) f(x) =
√
x2 + x+ 5;

c) f(x) =
(1− x)p

(1 + x)q
; d) f(x) =

xp(1− x)q

1 + x
;
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e) f(x) =
3

√

1− x3

1 + x3
; f ) f(x) = n

√

ax+ b

cx+ d
;

g) f(x) = sin 3x; h) f(x) = a sin bx− b cos ax;

i) f(x) = tg x2; j ) f(x) = cosn x · cosnx;

k) f(x) = sin cos2 x · cos sin2 x; l) f(x) = ln tg(x/2)− cosx · ln tg x;

m) f(x) = ln(x2 +
√
x4 + 1); n) f(x) = x

2
(sin lnx+ cos lnx);

o) f(x) = sin(arcsinx); p) f(x) = cos(2arccosx);

q) f(x) = 2sinx
2

; r) f(x) = 3cos
2 x;

s) f(x) = e
√
2x+1; t) f(x) = arctg tg2 x;

u) f(x) = log2 log3 log4 x; v) f(x) = arctg ex/2 − ln

√
ex

ex + 1
;

w) f(x) = ln ln lnx2; x ) f(x) = ln

√
1− sin x

1 + sin x
;

y) f(x) = xx; z ) f(x) = xxx

.

14.7. Найти значения производной обратной к f(x) функции в ука-
занных точках:

a) f(x) = x+
x5

5
, y = 0, y =

6

5
; b) f(x) = 2x− (cosx)/2, y = −1/2;

c) f(x) = 0, 1x+ e0,1x, y = 1; d) f(x) = 2x2 − x4, x > 1, y = 0;

e) f(x) = x+ x3, y = 10; f ) f(x) = 2x2 − x4, 0 < x < 1, y =
3

4
.

14.8. Найти производные обратных функций. Указать область их су-
ществования:

a) f(x) = x+ x3, x ∈ R; b) f(x) = x+ ln x, x > 0;

c) f(x) = x+ ex, x ∈ R; d) f(x) =
x2

1 + x2
, x < 0.
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14.9. Найти производную второго порядка у функции:

a) f(x) = x
√
1 + x2; b) f(x) =

x√
1− x2

;

c) f(x) = e−x2

; d) f(x) = tg x;

e) f(x) = (1 + x2)arctgx; f ) f(x) =
arcsinx√
1− x2

;

g) f(x) = x lnx; h) f(x) = x(sin ln x+ cos lnx);

14.10. Составить уравнение касательной к графику функции f(x) в
точке x0 , если:

a) f(x) = 2− 4x− 3x2, x0 = −2; b) f(x) = tg 3x, x0 = π/3;

c) f(x) = x2e−x, x0 = 1; d) f(x) = x(lnx− 1), x0 = e;

e) f(x) = (x+ 1) 3
√
3− x, x0 = −1; f ) f(x) = arctg 2x, x0 = 0;

g) f(x) = ln
x2 − 2x+ 1

x2 + x+ 1
, x0 = 0; h) f(x) = |1− x| 3

√
x+ 2, x0 = 6.

14.11. Найти углы, под которыми график функции f(x) пересекает
ось абсцисс, если:

a) f(x) = sin 3x; b) f(x) = tg x;

c) f(x) = ln x; d) f(x) = 1− ex;

e) f(x) = arctgαx, α > 0; f ) f(x) =
(x− 1)(x+ 2)

(x+ 1)(x− 2)
.

14.12. На графике функции f(x) найти точки, в которых касательные
параллельны оси абсцисс, если:

a) f(x) = x(x− 4)3; b) f(x) = cos 2x− 5 cosx;

c) f(x) = (3− x2)ex; d) f(x) =
(2− x)3

(x− 3)2
.

14.13. В каких точках касательная к графику функции f(x) = x3/3−
−5x2/2 + 7x− 4 образует с осью Ox угол 45◦ ?
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14.14. Найти все точки, в которых касательная к графику функции
f(x) = (x+ 2)/(x− 2) образует с осью Ox угол 135◦ .

14.15. Составить уравнения касательных к кривой y = x2 − 4x + 3 ,
проходящих через точку M(2,−5) . Сделать чертеж.

14.16. Составить уравнения касательных к кривой y = x2 − 5x + 6 ,
проходящих через точку M(1, 1) . Сделать чертеж.

14.17. Под каким углом пересекаются кривые:

a) y = x2 и x = y2; b) y = sin x и y = cosx;

c) y = 2x5/3− x3/9 и x = 1; d) y = ex/2 и x = 2?

14.18. В точке M(1, 8) к кривой y =
√

(5− x2/3)3 проведена каса-
тельная. Найти длину ее отрезка, заключенного между осями координат.

14.19. Найти площадь треугольника, образованного биссектрисами
координатных углов и касательной к кривой y =

√
x2 − 5 в точке M(3, 2) .

14.20. К гиперболе y = 4/x проведены две касательные: одна — в
точке M(2, 2) , а другая — параллельно прямой y = −4x . Найти пло-
щадь треугольников, образованных каждой из этих касательных с осями
координат.

14.21. Отрезок произвольной касательной к кривой y = x2 , заклю-
ченный между точкой касания и осью Ox , спроектирован на ось Ox .
Показать, что эта проекция вдвое больше проекции аналогичного отрез-
ка касательной к кривой y = x4 с той же абсциссой точки касания.

14.22. В произвольной точке кривой y =
√
2x− x2 проведена каса-

тельная. Показать, что длина отрезка касательной от точки касания до
пересечения с осью Oy равна ординате точки пересечения.

Группа Б

14.23. Построить пример непрерывной функции, не имеющей произ-
водной в данных точках: a1 , a2 , . . . , an .

14.24. Найти f ′(a) , если f(x) = (x − a)g(x) , где g(x) непрерывна
при x = a .
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14.25. Вывести формулы для сумм:

a) Pn = 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1;
b) Qn = 12 + 22x+ 32x2 + . . .+ n2xn−1;

c) Sn = sin x+ sin 2x+ . . .+ sinnx;
d) Tn = cosx+ 2 cos 2x+ . . .+ n cosnx.

14.26. Пользуясь тождеством

cos
x

2
cos

x

4
· . . . · cos x

2n
=

sinx

2n sin(x/2n)
,

вывести формулу для суммы

Sn =
1

2
tg

x

2
+

1

4
tg

x

4
+ . . .+

1

2n
tg

x

2n
.

14.27. Найти производные указанного порядка:

a) y = a/xm, y′′′; b) y =
√
x, y(10);

c) y =
x2

1− x
, y(8); d) y =

1 + x√
1− x

, y(100);

e) y = x2e2x, y(20); f ) y =
ex

x
, y(10);

g) y = x lnx, y(5); h) y = x2 sin 2x, y(50).

14.28. В какой точке кривой y = ax2 + bx + c нужно провести ка-
сательную к ней, чтобы касательная прошла через начало координат?
Исследовать, при каких значениях параметров задача имеет решение.

14.29. В какой точке кривой y = x2−5x+6 нужно провести касатель-
ную к ней, чтобы касательная прошла через точку M(a, b) ? Исследовать,
при каких значениях параметров a, b задача имеет решение.

14.30. Показать, что кривые, задаваемые уравнениями xy = a2 и
x2 − y2 = b2 пересекаются под прямым углом.

14.31. Показать, что семейства линий, задаваемых уравнениями
y = ax и x2 + y2 = c2 при любых a, c перпендикулярны.
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14.32. На графике функции y = x3 − 3x2 − 7x + 6 найти все точки,
в каждой из которых касательные к этому графику отсекают от поло-
жительной полуоси Ox вдвое меньший отрезок, чем от отрицательной
полуоси Oy . Определить длины отсекаемых отрезков.

14.33. Хорда параболы y = −a2x2 + 5ax − 4 касается кривой y =

= 1/(1− x) в точке x = 2 и делится этой точкой пополам. Найти a .

14.34. Найти все значения a , при которых на графике функции
f(x) = ax3+(a− 1)x2 существуют две точки с отрицательной абсциссой,
касательные в которых параллельны прямой y = 2x .

14.35. Найти все значения a , при которых у функций f(x) = −x2 +

+3x− 2 и g(x) = x2 + 4x + a найдется общая касательная, проходящая
через точку с координатами (0,−1) .

14.36. Указать способ построения касательной к графику функции
y = axn (n ∈ N ) в точке с абсциссой x0 с использованием только циркуля
и линейки.

14.37. Найти все значения a , при которых у функций f(x) = x2 +
+3x+2 и g(x) = −x2+2x− a найдется общая касательная, проходящая
через точку с координатами (0, 1) .

14.38. На прямой 2x − 3y = 6 найти точку, через которую прохо-
дят две перпендикулярные друг другу касательные к графику функции
y = x2/4 .

14.39. На прямой 3x + 8y = 1 найти точку, через которую прохо-
дят две перпендикулярные друг другу касательные к графику функции
y = 4x2 .

14.40. Доказать или опровергнуть следующие утверждения:
a) для того чтобы дифференцируемая функция y(x) , x ∈ (a; b) , име-

ла монотонную на интервале (a; b) производную, необходимо, чтобы y(x)
была монотонна на этом интервале;

b) для того чтобы дифференцируемая функция y(x) , x ∈ (a; b) , име-
ла монотонную на интервале (a; b) производную, достаточно, чтобы y(x)

была монотонна на этом интервале;
c) для того чтобы дифференцируемая функция имела периодическую

производную, необходимо, чтобы функция была периодической;
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d) для того чтобы дифференцируемая функция имела периодическую
производную, достаточно, чтобы функция была периодической.

14.41. Доказать или опровергнуть следующие утверждения:
a) для того чтобы производная дифференцируемой функции была чет-

ной функцией, достаточно, чтобы функция была нечетной;
b) для того чтобы производная дифференцируемой функции была чет-

ной функцией, необходимо, чтобы функция была нечетной;
c) для того чтобы производная дифференцируемой функции была нечет-

ной функцией, достаточно, чтобы функция была четной;
d) для того чтобы производная дифференцируемой функции была нечет-

ной функцией, необходимо, чтобы функция была четной.

14.42. При каком условии функция

f(x) = xn sin
1

x
(x 6= 0), и f(0) = 0

a) непрерывна при x = 0 ; b) дифференцируема при x = 0 ; c) имеет
непрерывную производную при x = 0 ?

14.43. Верно ли утверждение: если функция имеет производную в
точке, то она дифференцируема в некоторой окрестности этой точки?

14.44. Верно ли утверждение: если функция имеет производную в
точке, то она непрерывна в некоторой окрестности этой точки?

14.45. Привести пример функции f(x) , для которой f ′(x0) и
(
f 2(x0)

)′

не существуют, а
(
f 3(x0)

)′
существует.

14.46. Привести пример функции f(x) , не имеющей производной ни
в одной точки x ∈ R , квадрат которой всюду дифференцируем.

14.47. Показать, что функция

f(x) =

{
x2, x ∈ Q,
0, x ∈ R\Q

имеет производную лишь при x = 0 .

14.48. Показать, что функция

f(x) = x2
∣
∣
∣ cos

π

x

∣
∣
∣ (x 6= 0) и f(0) = 0
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имеет точки недифференцируемости в любой окрестности точки x = 0 ,
но дифференцируема в этой точке.

14.49 ∗∗ . Множество A ∈ R называется всюду плотным, если [A] = R

(определение замыкания множества см. на стр. 175). Существует ли такая,
определенная на всем R , функция f(x) , дифференцируемая на всюду
плотном множестве и имеющая всюду плотное множество точек разрыва?

14.2. Исследование функций с помощью производной

Группа А

14.50. Найти интервалы возрастания и убывания функции:

a) f(x) = −x(x− 3)2; b) f(x) = 8x3 − x4;

c) f(x) = x5 − 5x4 + 5x3 − 1; d) f(x) = (x− 1)3(2x+ 3)2;

e) f(x) = xe−3x; f ) f(x) = ex/x;

g) f(x) = x2e−x2

; h) f(x) = xαe−x, x, α > 0;

i) f(x) = x2 − 10 lnx; j ) f(x) = x2 lnx;

k) f(x) = 31/(x−3); l) f(x) = arctg x− ln x;

m) f(x) = eπx cosπx; n) f(x) =
√
3 sin x− cosx;

o) f(x) =
x2 − 3x+ 2

x2 + 3x+ 2
; p) f(x) =

1

x
+

2x

x2 − 1
;

q) f(x) =
x3

3− x2
; r) f(x) =

(3− x)3

(x− 2)2
;

s) f(x) =
√

2x3 + 9x2; t) f(x) = x
√

(x+ 1)3;

u) f(x) =
x

3
√

x2 − 1
; v) f(x) = (x+ 1)

√

x2 − 1;

w) f(x) =
(
1 + 1

x

)x
; x ) f(x) =

sinx+ cosx

1 + | cosx| .

14.51. При каких значениях a функция f(x) возрастает на всей чис-
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ловой прямой:

a) f(x) = x3 − ax; b) f(x) = a2−1
3 x3 + (a− 1)x2 + 2x;

c) f(x) = ax− sinx; d) f(x) = (8a− 7)x− a sin 6x− sin 5x;

e) f(x) = ax + 3 sinx+ 4 cosx?

14.52. Доказать, что если функция f(x) непрерывна на интервале
(a; b) и f ′(x) > 0 всюду на (a; b) , кроме конечного числа точек, то f(x)

строго возрастает на (a; b) .

14.53. Найти точки максимума и минимума функции:

a) f(x) = x4 − 8x2 + 12; b) f(x) = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 5;

c) f(x) = (x3 − 10)(x+ 5)2; d) f(x) = (x+ 2)2(x− 3)3;

e) f(x) =
x

x2 + 4
; f ) f(x) =

(x− 1)2

x + 1
;

g) f(x) =
x3 + 2x2

(x− 1)2
; h) f(x) =

x4

(x+ 1)3
;

i) f(x) = sinx+ 1
2
sin 2x; j ) f(x) = sin3 x+ cos3 x;

k) f(x) = x + sin x; l) f(x) = x− 2 sin2 x;

m) f(x) = (x− 1)e3x; n) f(x) = (3− x2)ex;

o) f(x) = (x2 − 8)e−x; p) f(x) = x3e−4x;

q) f(x) =
√
x ln x; r) f(x) =

ln2 x

x
;

s) f(x) = x 3
√
x− 1; t) f(x) = 3

√

(x− 2)2(x− 4)2;

u) f(x) =
sin x

2 + cosx
; v) f(x) = ln cosx− cosx;

w) f(x) = xx; x ) f(x) = x1/x.

14.54. Найти промежутки возрастания и убывания функции f(x) =

= x + 1
x и установить, в какой их точек x1 = log5 4 или x2 = log5 3

функция принимает большее значение.

14.55. Найти промежутки возрастания и убывания функции f(x) =
= (1 + x)/

√
x и установить, в какой их точек x1 = e−1 или x2 = e−2

функция принимает большее значение.
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14.56. Найти промежуток возрастания функции f(x) = x/ lnx и
установить, что больше: eπ или πe .

14.57. Найти наибольшее и наименьшее значения функции на указан-
ном промежутке:

a) f(x) = x3 − 6x2 + 9, x ∈ [−1; 2]; b) f(x) = x4 − 8x2, x ∈ [−1; 2];

c) f(x) =
9

x
+

25

1− x
, x ∈ (0; 1); d) f(x) =

1− x+ x2

1 + x− x2
, x ∈ [0; 1];

e) f(x) =
x2 + 1

x2 + x+ 1
, x ∈ R; f ) f(x) =

x4 + 1

x2 + 1
, x ∈ [−1; 1];

g) f(x) = x− 2 lnx, x ∈ [1; e]; h) f(x) = x ln(x/5), x ∈ [1; 5];

i) f(x) = (x− 3)e|x+1|, x ∈ [−2; 4]; j ) f(x) = xx, x ∈ (0; 1];

k) f(x) = 2 sinx+ sin 2x, x ∈
[
0; 3π2

]
; l) f(x) = x+ cos2 x, x ∈

[
0; π2
]
;

m) f(x) = tg x+ ctg 2x, x ∈
[
π
6 ;

π
3

]
; n) f(x) = sin 2x

sin(x+π/4) , x ∈
[
0; π2
]
;

o) f(x) =
3

√

x3

2x− 1
, x ∈

[
3
4
; 2
]
; p) f(x) = x+

8

x4
, x ∈ [1; 3];

q) f(x) = cosx
√
sin x, x ∈

[
0; π2
]
; r) f(x) = 2

3√
x2
, x ∈ [−8;−1].

14.58. Найти номер наибольшего члена последовательности:

a)
{
105n+ 3n2 − n3

}
; b)

{ √
n

n+ 2007

}

; c)

{
3
√
n

n+ 19

}

;

d)

{
n2

n3 + 200

}

; e)

{
n12

en

}

; f )

{
n10

2n

}

.

14.59. Найти inf f и sup f :

a) f(x) =
1

x
+ x2, x ∈ (0; 1]; b) f(x) = lnx− x, x ∈ (0;∞);

c) f(x) = 2 tg x− tg2 x, |x| < π
2
; d) f(x) = tg x− 3x, x ∈

[
−π

4
; π
2

)
;

e) f(x) = e−x2

cosx2, x ∈ R; f ) f(x) = (x2 + 4)e−x, x > 0;

g) f(x) =
e−1/x

x
, x > 0; h) f(x) = xx, x ∈

(
0; 12
]
.
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Группа Б

14.60. Исследовать на экстремум функцию:

a) f(x) = (x+ 1)ne−x, n ∈ N;

b) f(x) =

(

1 + x+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!

)

e−x, n ∈ N;

c) f(x) = xk(1− x)n, k, n ∈ N;

d) f(x) = a · epx + b · e−px, a, b, p ∈ R.

14.61. Найти интервалы выпуклости и точки перегиба функции:

a) f(x) = 2x4 − 3x2 + x− 1; b) f(x) = x5 − 10x2 + 3x;

c) f(x) =
1

1− x2
; d) f(x) =

x3

12 + x2
;

e) f(x) = 3
√
x+ 3; f ) f(x) =

√
x

x+ 1
;

g) f(x) = 3
√
4x3 − 12x; h) f(x) =

x
3
√
x2 − 1

;

i) f(x) = cosx; j ) f(x) = x+ sinx;

k) f(x) = e−x2

; l) f(x) = e1/x;

m) f(x) = 10
x ln x

10; n) f(x) = x sin lnx;

o) f(x) = arctg (1/x); p) f(x) = earctg x.

14.62. Доказать, что график функции f(x) =
x+ 1

x2 + 1
имеет три точки

перегиба, лежащие на одной прямой.

14.63. Доказать, что точки перегиба графика функции f(x) = x sin x

лежат на кривой y2(4 + x2) = 4x2 .

14.64. При каких значениях a функция f(x) = ex+ax3 имеет точки
перегиба?

14.65. Доказать, что для строго возрастания функции на некото-
ром интервале необходимо и достаточно, чтобы для любых точек x1 , x2

(x1 < x2 ) этого интервала существовала точка ξ ∈ (x1; x2) такая, что
f ′(ξ) > 0 .
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14.3. Приложения производной

Группа А

14.66. Построить графики функции:

a) f(x) = x3 − 3x2 + 4; b) f(x) = (x− 1)2(x+ 2);

c) f(x) = (x+ 2)2(x− 1)2; d) f(x) = x(x− 1)3;

e) f(x) =
x2 + x− 1

x2 − 2x+ 1
; f ) f(x) =

x3

x− 1
;

g) f(x) =
x3

x2 − 1
; h) f(x) =

x3 + 2x2

(x− 1)2
;

i) f(x) = x+
√
x2 − 1; j ) f(x) = x−

√
x2 − 2x;

k) f(x) = 3
√

(x+ 1)2 + 3
√

(x− 1)2; l) f(x) =
√
x2 + 1− 2

√
x+ 1;

m) f(x) =
√
2x3 + 9x2; n) f(x) =

√
x2 − x3;

o) f(x) =
x+ 2√
x2 + 2

; p) f(x) =
8x√
x2 − 4

;

q) f(x) =

√
4x2 − 1

x
; r) f(x) =

√
x2 − 4x

2− x
;

s) f(x) = ex − x; t) f(x) = x · e−2x;

u) f(x) = lnx− x+ 1; v) f(x) =
ln x

x
;

w) f(x) = x2 lnx; x ) f(x) = x ln2 x.
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14.67. Построить графики функции:

a) f(x) = cosx+ 1
2 sin 2x; b) f(x) = sin x− sin2 x;

c) f(x) = cosx− 1
2 cos 2x; d) f(x) = cos 3x+ 3 cosx;

e) f(x) = sin x sin 3x; f ) f(x) = cosx cos 2x;

g) f(x) =
cos 2x

cosx
; h) f(x) =

sin
(
x− π

4

)

sin x
;

i) f(x) = 2x− tg x; j ) f(x) = x
2
− arctg x;

k) f(x) =
1

arcctgx
; l) f(x) = xarctgx;

m) f(x) = 3x/2− arccos
1

x
; n) f(x) = arcsin

2x

1 + x2
;

o) f(x) = arccos
1− x2

1 + x2
; p) f(x) = x/2− arccos

2x

1 + x2
;

q) f(x) = ecosx; r) f(x) = e−arctg x;

s) f(x) = sin x− ln sinx; t) f(x) = xx;

u) f(x) = (1 + x)1/x; v) f(x) =
(
1 + 1

x

)x
.

14.68. Доказать неравенства:

a) ex > ex, x ∈ R; b) x− x2

2
< ln(1 + x) < x, x > 0;

c) ln(1 + x) >
x

x+ 1
, x > 0; d) 1− 2 lnx 6

1

x2
, x > 0;

e) ex > 1 + ln(1 + x), x > −1; f )
ln x

x− 1
6

1√
x
, x > 0, x 6= 1;

g) cosx > 1− x2

2
, x ∈ R; h) tg x > x+

x3

3
, 0 < x <

π

2
;

i) arctg x 6 x, x > 0; j ) sinx > 2x/π, 0 6 x 6 π/2;

k) x− x3/6 < sinx, x > 0; l) sin x < x− x3

6
+

x5

120
, x > 0;
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m) sin x+ tg x > 2x, 0 < x < π/2; n) x− x3

3
< arctg x, 0 < x 6 1.

o) arctg x < x− x3

6
, 0 < x 6 1; p)

(
sin x

x

)3

> cosx, 0 < |x| 6 π
2
.

14.69. Решить уравнения:

a) x5 + x3 −
√
1− 3x+ 4 = 0; b) 4

√
x− 2 + 4

√
4− x = 2;

c) x2 + 2x+ 3 = (x2 + x+ 1)(x4 + x2 + 4); d) 3 · 2x+2 − 7x = 17;

e) log3 x = 1− 3

2x− 1
; f ) cosx = 1 + x8;

g) log3(1 + x3) = 2x2 − 3x; h) xx = 27;

i) sin
πx√
3
= x2 − 2

√
3x+ 4; j ) cos sin x = 1/2;

k)
x2

x4 + 25
= − 9

10
+ 2(x−

√
5)2; l) sin4 x− cos4 x = −1− x4;

m) log22 x+ (x− 1) log2 x = 6− 2x; n) log2(x+ 1)x = 7− log3 x;

o) 2 cos2 x2+x
6 = log5(5 + x) +

1

log5(5 + x)
; p) 4 sin πx = 4x2 − 4x+ 5;

q) 4|x|+ 9π2

|x| − | sin x| = 12π − 1; r) sin x cos 4x = 1;

s) (4x− x2 − 3) log2(1 + cos2 πx) = 1; t) log3 x = 4− x.

14.70. Решить неравенства:

a) 20x7 + 28x5 + 210x− 35 sin 2x > 0; b) 5x + 2x > 7;

c) 4
√
x− 2 + 4

√
4− x >

√
2; d) 4

√
x− 1 + 4

√
14 + x > 3;

e)
√
x− 1 + x− 3 >

√

2(x− 3)2 + 2x− 2; f ) log2 x > 3− x;

g)
√
1 + x− 1− x

2
+

x2

8
> 0; h) x log3 x < 18;
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i) x3/2(1− x) <
2

5

√

27

125
; j )

6− 3x+1

x
>

10

2x+ 1
;

k)
2 + log3 x

x− 1
<

6

2x− 1
; l) 5

√
x− 5

√
x− 1 6 1.

14.71. Число 18 разбить на такие два слагаемых, чтобы сумма их
квадратов была наименьшей.

14.72. Число 180 разбить на три слагаемых так, чтобы два их них
относились как 1 : 2 , а произведение трех было наибольшим.

14.73. Найти число, которое превышало бы свой квадрат на макси-
мальное число.

14.74. В прямоугольный треугольник с гипотенузой 24 см и углом 60◦

вписан прямоугольник, основание которого лежит на гипотенузе. Каковы
должны быть длины сторон прямоугольника, чтобы его площадь была
наибольшей?

14.75. Боковые стороны и меньшее основание трапеции имеют оди-
наковые длины — по 50 см. Найти размер ее большего основания, при
котором площадь трапеции была бы наибольшей.

14.76. Определить длины сторон прямоугольника наибольшей пло-
щади, вписанного в прямоугольную трапецию с длинами оснований 24
и 8 см и длиной высоты 12 см (две вершины прямоугольника лежат на
боковых сторонах трапеции, а две другие — на ее большем основании).

14.77. В равнобедренный треугольник со сторонами 15, 15 и 18 см впи-
сан параллелограмм наибольшей площади так, что угол при основании у
них общий. Найти длины сторон параллелограмма.

14.78. Боковая сторона равнобедренной трапеции равна ее меньшему
основанию. Каков должен быть угол при ее большем основании, чтобы
площадь трапеции была наибольшей?

14.79. Величина угла при вершине A трапеции ABCD равна α .
Длина боковой стороны AB вдвое больше длины меньшего основания
BC . При каком значении α величина угла BAC будет наибольшей? Че-
му равно это наибольшее значение?
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14.80. Найти косинус угла при вершине равнобедренного треугольни-
ка, имеющего наибольшую площадь при данной постоянной длине меди-
аны, проведенной к его боковой стороне.

14.81. Величина угла при основании равнобедренного треугольника
равна α . При каком значении α отношение длин радиусов вписанной и
описанной окружностей является наибольшим? Чему равно наибольшее
значение этого отношения?

14.82. Боковая грань правильной четырехугольной пирамиды имеет
постоянную заданную площадь и наклонена к плоскости основания под
углом α . При каком значении α объем пирамиды является наибольшим?

14.83. В правильную четырехугольную пирамиду с ребром основания
a и высотой H вписана правильная четырехугольная призма так, что
ее нижнее основание лежит в основании пирамиды, а вершины верхнего
основания — на боковых ребрах. Найти длину ребра основания и длину
высоты призмы, имеющей наибольшую боковую поверхность.

14.84. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды имеет по-
стоянную заданную длину и составляет с плоскостью основания угол α .
При каком значении α объем пирамиды является наибольшим?

14.85. В правильной треугольной пирамиде боковая грань имеет по-
стоянную заданную площадь и наклонена к плоскости основания под уг-
лом α . При каком значении α расстояние от центра основания пирамиды
до ее боковой грани является наибольшим?

14.86. В конус с заданным постоянным объемом вписана пирамида;
в ее основании лежит равнобедренный треугольник, у которого величи-
на угла при вершине равна α . При каком значении α объем пирамиды
является наибольшим?

14.87. Образующая конуса имеет постоянную длину и составляет с
высотой конуса угол α . В конус вписана правильная шестиугольная приз-
ма с равными длинами ребер (основание призмы лежит в плоскости ос-
нования конуса). При каком значении α боковая поверхность призмы
является наибольшей?

14.88. Найти наименьшую длину отрезка, который делит равносто-
ронний треугольник со стороной a на две равновеликие фигуры.
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14.89. Вычислить наибольшую площадь трапеции, вписанной в полу-
круг радиуса R так, что нижним основанием трапеции служит диаметр
полукруга.

14.90. Найти высоту правильной треугольной призмы наибольшего
объема, вписанной в шар радиуса R .

14.91. Найти наибольший объем цилиндра, периметр осевого сечения
которого равен a .

14.92. Определить отношение радиуса основания к высоте цилиндра,
имеющего при данном объеме наименьшую полную поверхность.

14.93. Найти наибольшую полную поверхность цилиндра, вписанного
в шар радиуса R .

14.94. Среди всех цилиндров, вписанных в куб с ребром a так, что ось
каждого цилиндра совпадает с диагональю куба, а окружности оснований
касаются граней куба, найти цилиндр наибольшего объема.

14.95. Найти наибольший объем конуса с данной образующей l .

14.96. Найти наименьший объем конуса, описанного около полушара
радиуса r (предполагается, что основания полушара и конуса лежат в
одной плоскости и концентричны).

Группа Б

14.97. Решить уравнения:

a) (2x+ 1)
(

2 +
√

(2x+ 1)2 + 3
)

+ 3x
(
2 +

√
9x2 + 3

)
= 0;

b) 3x− 2|x− 2| = 3
√
3x+ 18− 2

∣
∣
√
3x+ 18− 2

∣
∣ .

14.98. Решить системы:

a)

{
3x+ cosx = 3y + cos y,

3x− y = 6;
b)

{
ex + x3 = ey + y3,

2x+ 5y = 14;

c)

{
tg2 x+ ctg2 x = 2 sin2 y,

sin2 y + cos2 z = 1;
d)

{
x+ y + z = 2,

2xy − z2 = 4;
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e)

{
x2 + 4y2 + 5 = 4z,

x− y > z;
f )

{
x2 + y2 + 20 = z,

8x+ 4y > z;

g)

{
3x+2y−1 + 2 · 33y−1 6 2,

x+ 5y > 2− log3 2;
h)

{
21+sin2 x + 2cos

2 x = 4 cos2 y,

log1/2 sin z + sin2 y = 1;

i)







y sin x = log2

∣
∣
∣
∣

y sin x

1 + 3y

∣
∣
∣
∣
,

(6y2 + 2y)
(

4sin
2 x + 4cos

2 x
)

= 25y2 + 6y + 1,

|y| 6 1.

14.99. Какое наименьшее число решений может быть у первого урав-
нения системы {

sinx = ax + b,
cosx = a,

коэффициенты a и b которой подбираются так, что это уравнение имеет
не менее трех решений, а система — ровно одно?

14.100. Известно, что уравнение (2p+ 3)x2 + (p+ 3)x+ 1 = 0 имеет
хотя бы один корень. Найдите все значения параметра p , при которых
число различных корней данного уравнения равно числу различных кор-

ней уравнения
2x+ 1

21− p
=

1√
x− 3 + 3

.

14.101. Решить уравнения:

a)
√

1 +
√
x = x− 1; b) 3

√
x + 1 = 2(2x− 1)3.

c) ln(1 + lnx) = x− 1.

14.102. Для каждого неотрицательного значения a решить неравен-
ство a3x4 + 6a2x2 − x+ 9a+ 3 > 0 .

14.103. Решить систему уравнений







x3 + 2x2 + 2x = y,
y3 + 2y2 + 2y = z,

z3 + 2z2 + 2z = x.

14.104. Найти все a , при которых уравнение

2x3 − 3(a+ 1)x2 + 6ax+ a2 + 25 = 0
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имеет три различных действительных корня.

14.105. Найти все a , при которых уравнение

−2x3 + 3(a− 1)x2 + 6ax− a2 − 16 = 0

имеет три различных действительных корня.

14.106. Найти все такие значения параметра a , что при любом b

уравнение
2x3 − 3(a+ 1)x2 − (12a2 + 6a)x+ 2 = b

имеет не более одного решения на отрезке [−1; 3] .

14.107. Найти все такие значения параметра a , что при любом b
уравнение

2x3 − 3(a− 1)x2 − (12a2 + 12a)x+ 1 = b

имеет не более одного решения на отрезке [−3; 4] .

14.108. Найти значение параметра a , при котором сумма квадратов
корней уравнения x2 + x

√
a2 − 4a − a − 2 = 0 принимает наименьшее

значение.



Глава 15

Интеграл

15.1. Первообразная. Неопределенный интеграл

Группа А

Для данной функции f(x) найти первообразную F (x) , график кото-
рой проходит через заданную точку M(x0, y0) (15.1 – 15.6):

15.1. f(x) = x4, M(−1, 2). 15.2. f(x) =
1

5x+ 6
, M(−1, 1).

15.3. f(x) = x−4, M(2,−3). 15.4. f(x) =
1

sin2 3x
, M(π/12,−1).

15.5. f(x) = sin 2x, M(0, 1). 15.6. f(x) =
3

cos2 2x
+ cos 6x, M(0, 0).

15.7. Найти функцию F (x) , если F ′(x) = 4x3 − 3x2 и F (1) = 3 .

15.8. Для функции f(x) = cos 4x найти первообразную F (x) , если
F (π/24) = −1 .

15.9. Найти функцию S(x) , если ее производная S ′(x) = 2/
√
5− x и

S(1) = −1 .

15.10. Для функции f(x) = 23x + 1/x найти первообразную F (x) ,
если F (1) = 3 .

В задачах 15.11 – 15.12 найти все функции f(x) такие, что:

15.11. f ′′(x) = 3− x, f(0) = 1, f ′(1) = 0.

15.12. f ′′(x) = −1, f(0) = f(2) = 0.
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15.13. Найти все первообразные для функции f(x) = |x| .
Найти следующие неопределенные интегралы (15.14 – 15.47):

15.14.
∫
(3− x2)3 dx. 15.15.

∫
x2(5− x)4 dx.

15.16.

∫ (
1− x

x

)2

dx. 15.17.

∫
x + 1√

x
dx.

15.18.

∫
x2

1 + x2
dx. 15.19.

∫
x2

1− x2
dx.

15.20.

∫
2x+1 − 5x−1

10x
dx. 15.21.

∫
e3x + 1

ex + 1
dx.

15.22.
∫ √

1− sin 2x dx, x ∈ [0; π]. 15.23.
∫
(2x− 3)10 dx.

15.24.
∫

3
√
1− 3x dx. 15.25.

∫
1

2 + 3x2
dx.

15.26.

∫
1

2− 3x2
dx. 15.27.

∫
1

1 + cosx
dx.

15.28.

∫
1

1− cosx
dx. 15.29.

∫
x√

1− x2
dx.

15.30.
∫
x2 3
√
1 + x3 dx. 15.31.

∫
x · e−x2

dx.

15.32.

∫
ex

2 + ex
dx. 15.33.

∫
1

ex + e−x
dx.

15.34.

∫
ln2 x

x
dx. 15.35.

∫
1

x · ln x · ln ln x dx.

15.36.
∫
sin5 x cosxdx. 15.37.

∫
sinx√
cos3 x

dx.

15.38.
∫
tg x dx. 15.39.

∫
ctg x dx.

15.40.

∫
sin x√
cos 2x

dx. 15.41.

∫
cosx√
cos 2x

dx.

15.42.
∫
x(1− x)10 dx. 15.43.

∫
1 + x

1− x
dx.

15.44.

∫
x2

1 + x
dx. 15.45.

∫
x5

x + 1
dx.

15.46.
∫
sin 3x sin 5x dx. 15.47.

∫
sin4 x dx.
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Применяя метод интегрирования по частям, найти следующие инте-
гралы (15.48 – 15.53):

15.48.
∫
ln x dx. 15.49.

∫
x cosx dx.

15.50.
∫
x lnx dx. 15.51.

∫
arcsinx dx.

15.52.
∫

arctg x dx. 15.53.
∫
x e−x dx.

Найти все первообразные для функций (15.54 – 15.55):

15.54. f(x) = |x− 1|. 15.55. f(x) = |x2 − 1|.

Группа Б

Найти следующие неопределенные интегралы (15.56 – 15.71):

15.56.

∫
arctg x

1 + x2
dx. 15.57.

∫
x2 + 1

x4 + 1
dx.

15.58.

∫
x2

(1− x)100
dx. 15.59.

∫
1√

x+ 1 +
√
x− 1

dx.

15.60.

∫
1

(x− 1)(x+ 3)
dx. 15.61.

∫
1

x2 + x− 2
dx.

15.62.

∫
1

(x2 + 1)(x2 + 2)
dx. 15.63.

∫
tg3 x dx.

15.64.

∫
1

sin2 x cosx
dx. 15.65.

∫
cos3 x

sinx
dx.

15.66.

∫
1

cos4 x
dx. 15.67.

∫
1

1 + ex
dx.

15.68.
∫
x2 3
√
1− x dx. 15.69.

∫
x3(1− 5x2)10 dx.

15.70.

∫
sin2 x

cos6 x
dx. 15.71.

∫
1√

1 + ex
dx.

Применяя метод интегрирования по частям, найти следующие инте-
гралы (15.72 – 15.77):

15.72.
∫
xn ln x dx, n 6= −1. 15.73.

∫
x2 e−2x dx.

15.74.
∫
x2 sin 2x dx. 15.75.

∫
x arctgx dx.

15.76.
∫
x2 arccosx dx. 15.77.

∫
arcctg

√
x dx.
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15.78. Найти первообразную функции f(x) =

{
cosx, x < 0,

1, x > 0,
если

график первообразной проходит через точку (0; 0) . Построить этот гра-
фик.

15.79. Найти первообразную функции f(x) =

{
1, x < 1,

1/
√
x, x > 1,

ес-

ли график первообразной проходит через точку (0; 0) . Построить этот
график.

15.80. Доказать, что четная непрерывная функция, определенная на
[−a; a] , имеет по крайней мере одну нечетную первообразную.

15.81. Дана непрерывная периодическая функция, определенная на
всей числовой прямой. Можно ли утверждать, что первообразная этой
функции также является периодической функцией?

15.82. Найти все первообразные функции ex sin x .

15.83. Найти все первообразные функции ex cosx .



15.2. Определенный интеграл. Вычисление площадей и объемов 213

15.2. Определенный интеграл. Вычисление площадей

и объемов

Группа А

Вычислить следующие интегралы (15.84 – 15.103):

15.84.
π∫

0

cos2 x dx. 15.85.
π/2∫

−π

sin2 2x dx.

15.86.

27∫

8

1
3
√
x2

dx. 15.87.
π/4∫

0

(sin 2x− cos 2x)2 dx.

15.88.
2∫

0

(1 + 3x)4 dx. 15.89.

7/3∫

0

x+ 1
3
√
3x+ 1

dx.

15.90.
1/2∫

0

√
1− x dx. 15.91.

e∫

1

1

0, 5x
dx.

15.92.

4∫

1

(

x+

√
x

x

)

dx. 15.93.

π∫

0

3 cos
x

2
dx.

15.94.

3π∫

0

1

cos2(x/9)
dx. 15.95.

2π/3∫

0

(

sin
x

4
+ cos

x

4

)2

dx.

15.96.
π/4∫

π/6

(tg x+ ctg x)−1 dx. 15.97.
π∫

0

cos4 x dx.

15.98.
π/2∫

0

sin4 x dx. 15.99.

1∫

0

x

(x+ 1)3
dx.

15.100.
π∫

0

sin 2x cos 3x dx. 15.101.
π/2∫

0

sin 4x sin 5x dx.

15.102.
2π∫

0

cos2 nx dx, n ∈ N. 15.103.
2π∫

0

sin kx cosmxdx, k,m ∈ N.

15.104. Найти все решения уравнения
α∫

0

cos(x+ α2) dx = sinα , при-
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надлежащие отрезку [2; 3] .

15.105. Найти все решения уравнения
u∫

−u

cos(x+ 2u2 − u) dx = − sin 2u,

принадлежащие отрезку [−3/2;−1/2] .

15.106. Найти все пары чисел (a, b) , при которых функция f(x) =

= a sin πx+ b удовлетворяет условиям f ′(2) = 2 ,
2∫

0

f(x) dx = 4 .

15.107. Найти числа A , B , C такие, чтобы функция f(x) = Ax2 +

+Bx + C удовлетворяла условиям f ′(1) = 8 , f(2) + f ′′(2) = 33 ,
1∫

0

f(x) dx = 7
3 .

15.108. Найти числа K , L , M такие, чтобы функция f(x) =

=
Kx2 + L

x− 1
+ Mx удовлетворяла условиям f(2) = 23 , f ′(0) = 4 и

0∫

−1

(x− 1)f(x) dx = 37
6 .

15.109. Найти числа P , Q , R такие, чтобы функция f(x) = Pe2x +

+Qex + Rx удовлетворяла условиям f(0) = −1 , f ′(ln 2) = 31 ,
ln 4∫

0

(f(x)−Rx) dx = 19, 5 .

Используя геометрическую интерпретацию интеграла, вычислить сле-
дующие интегралы (15.110 – 15.113):

15.110.
2∫

−2

∣
∣
∣|x| − 1

∣
∣
∣ dx. 15.111.

1∫

−1

√
1− x2 dx.

15.112.
3∫

0

∣
∣x2 − 1

∣
∣ dx. 15.113.

5∫

0

∣
∣{x} − 1

2

∣
∣ dx.

Вычислить площади фигур, ограниченных заданными линиями (15.114 –
15.127):

15.114. y = x3 , y = 1 , x = 2 .

15.115. y = cosx , y = 0 , x = −π/4 , x = π/4 .

15.116. y =
√
x , y = 2 , x = 9 .
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15.117. y = x3 , y =
√
x .

15.118. y = 2x− x2 , y = 3/4 .

15.119. y = x2 − 2x+ 4 , y = 3 , x = −1 .

15.120. y = x4 , y = x .

15.121. y = 1/x2 , y = 0 , x = 0, 5 , x = 2, 5 .

15.122. y = 16/x2 , y = 2x , x = 4 .

15.123. y = 5/x , y = 6− x .

15.124. y = |x2 − 1| , y = 5 + |x| .
15.125. y = x2 − 4x+ 4 , y = 4− x2 .

15.126. 2y = x2 + x− 6 , 2y = −x2 + 3x+ 6 .

15.127. y = 3 sin
(
x+ 3π

4

)
, y = 0 , x = −3π/4 , x = 3π/4 .

15.128. Площадь фигуры, ограниченной линиями y = 1
x
, y = 1

2x−1
,

x = 2 , x = a , y = 0 , равна ln 4√
5
. Найти a .

15.129. Доказать, что площадь параболического сегмента, заключен-
ного между параболой y = x2 и произвольной прямой, параллельной
оси абсцисс, равна 2/3 площади прямоугольника с вершинами в точках
пересечения прямой с параболой и основаниями перпендикуляров к оси
абсцисс, опущенных из точек пересечения.

15.130. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции
y = 8x− 2x2 , касательной к этой параболе в ее вершине и прямой x = 0 .

15.131. Найти площадь фигуры, ограниченной графиком функции
y = 8− 0, 5x2 , касательной к нему в точке с абсциссой x = −2 и прямой
x = 1 .

15.132. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями y = 2, 5 +
+2x − 0, 5x2 , x = −1 и касательной к данной параболе, проведенной
через ее точку с абсциссой x = 3 .

15.133. Найти площадь фигуры, ограниченной линией y = x2 −
−4x+5 и касательными к ней, проведенными через ее точки с абсциссами
x = 1 и x = 3 .

15.134. Найти площадь каждой из фигур, на которые прямая
y = x+ 4 делит фигуру, ограниченную линиями y = 0, 5x2 и y = 8 .
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15.135. В каком отношении делится площадь квадрата параболой,
проходящей через две его соседние вершины и касающейся одной стороны
в ее середине?

Найти объем тела, полученного при вращении вокруг оси абсцисс фи-
гуры, ограниченной линиями (15.136 – 15.143):

15.136. y = x2 + 1 , x = 0 , x = 1 , y = 0 .

15.137. y =
√
x , x = 1 , x = 4 , y = 0 .

15.138. y =
√
x , x = 1 , y = 0 .

15.139. y = 1− x2 , y = 0 .

15.140. y = x2 , y = x .

15.141. y = 2x , y = x+ 3 , x = 0 , x = 1 .

15.142. y = x+ 2 , y = 1 , x = 0 , x = 2 .

15.143. y =
√
x , y = x .

15.144. Какую работу надо затратить на сжатие пружины на 4 см,
если известно, что сила в 2 Н сжимает эту пружину на 1 см?

15.145. Сила в 4 Н растягивает пружину на 8 см. Какую работу надо
произвести, чтобы растянуть пружину на 8 см?

15.146. Под действием электрического заряда величиной q электрон
перемещается по прямой с расстояния a до расстояния b . Найти работу
силы взаимодействия зарядов. Рассмотреть два случая: 1) a < b , q < 0 ;
2) b < a , q < 0 . Коэффициент пропорциональности в формуле, выража-
ющей закон Кулона, считайте равным γ .

15.147. Канал имеет в разрезе форму равнобедренной трапеции вы-
сотой 10 м с основаниями 100 м (верхнее) и 50 м (нижнее). Найти силу, с
которой вода, заполняющая канал, давит на плотину.
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Группа Б

Вычислить следующие интегралы (15.148 – 15.155):

15.148.

1/2∫

−1/2

1√
1− x2

dx. 15.149.
2∫

0

|1− x| dx.

15.150.
π∫

0

x sinx dx. 15.151.
2π∫

0

x2 cosx dx.

15.152.
1∫

0

arccosx dx. 15.153.
e∫

1/e

| ln x| dx.

15.154.

1∫

−1

x√
5− 4x

dx. 15.155.
a∫

0

x2
√
a2 − x2 dx.

Найти площади фигур, ограниченных заданными линиями (15.156 –
15.162):

15.156. y = x2 , y = 3
√
x .

15.157. y = ex , y = e−x , x = 1 .

15.158. |y| = 1− x2 .

15.159. xy = 7 , y = 0 , x = 4 , x = 12 .

15.160. y = −3x2 − |x|+ 3 , y = 0 .

15.161. 3y = −x2 + 8x− 7 , y + 1 = 4/(x− 3) .

15.162. y = x3 , y = 1/x , x = 2 .

15.163. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y =

= 1 + 1/x , x = 1 и касательной, проведенной в точке (2, 3/2) к кривой
y = 1 + 1/x .

15.164. При каких положительных значениях параметра a больше 3
площадь фигуры, ограниченной линиями y = cos ax , y = 0 , x = π/(6a) ,
x = π/(2a) ?

15.165. В каком отношении делится площадь квадрата параболой,
проходящей через две его соседние вершины и касающейся его стороны в
его середине?
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15.166. Дана криволинейная трапеция, ограниченная линиями y = 0 ,
x = a (a > 0) и y = x3 . Какую часть площади трапеции составляет
площадь треугольника, отсекаемого от данной трапеции касательной к
линии y = x3 в точке x = 2a/3 ?

15.167. В некоторой точке графика функции y =
√
x касательная

наклонена к оси абсцисс под углом 45◦ . Вычислить площадь фигуры,
ограниченной этой касательной и прямыми y = 0 и x = 1/4 .

15.168. Доказать, что любая первообразная нечетной непрерывной
функции, определенная на [−a; a] , является четной функцией.

15.169. Пользуясь результатом предыдущей задачи, вычислить инте-

грал
1∫

−1

x6(arcsinx)7 dx .

15.170. Пусть f(x) — многочлен степени не выше 3. Доказать, что

b∫

a

f(x) dx =
b− a

6
· (y1 + 4y2 + y3),

где y1 = f(a) , y2 = f

(
a+ b

2

)

, y3 = f(b) .

15.171. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиком функ-
ции f(x) = |9− x2| , отрезком [−5;−3] оси абсцисс и прямой x = −5 .

15.172. Вычислить площадь эллипса
x2

a2
+

y2

b2
6 1 .

15.173. При каких значениях a и b определен интеграл

b∫

a

dx

x− 2
?

15.174. При каких значениях c определен интеграл

3∫

0

dx

x− c
?

15.175. При каких значениях a , b и c определен интеграл

b∫

a

dx

x+ c
?
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15.176. На отрезке [0; π] заданы функции y = 1 + cosx и
y = 1 + cos(x − α) , где 0 < α < π/2 . При каком значении α фигура,
ограниченная графиками этих функций и прямой x = 0 , равновелика
фигуре, ограниченной линиями y = 1 + cos(x− α) , y = 1 , x = π ?

15.177. При каких значениях параметра a > 0 площадь фигуры,
ограниченной линиями x = a , y = 2x , y = 4x , больше либо равна пло-
щади фигуры, ограниченной линиями y = 2x , y = 0 , x = 0 , x = a ?

15.178. При каком значении a площадь фигуры, ограниченной осью
абсцисс, графиком функции y = x3+3x2+x+a и вертикалями x = const
в точках экстремума этой функции, будет наименьшей?

15.179. Найти все значения a (a > 0 ), при каждом из которых пло-

щадь фигуры, ограниченной параболой y = x2−2x 3

√
a

1 + a2
+3 и прямой

y = −3x 3

√
a

1 + a2
+ 3 , будет наибольшей.

15.180. Найти все значения параметра a (a > 0 ), при каждом из
которых площадь фигуры, ограниченной параболой y = (1 + a2)2x2 и
прямой y = a , будет наибольшей.

15.181. Найти критические точки функции

f(x) = 1 + x+

x∫

1

(ln2 t+ 2 ln t) dt.

15.182. Найти критические точки функции

f(x) = x− lnx+

x∫

2

(
1

z
− 2− 2 cos 4z

)

dz.

15.183. Найти наименьшее значение функции

f(x) =

x∫

5π/4

(3 sin t+ 4 cos t) dt

на отрезке [5π/4; 4π/3] .
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15.184. Найти наибольшее значение функции

f(x) =

x∫

5π/3

(6 cosu− 2 sinu) du

на отрезке [5π/3; 7π/4] .

15.185. Капля воды с начальной массой M падает под действием си-
лы тяжести и при этом равномерно испаряется, теряя ежесекундно массу
m . Какова работа силы тяжести за время от начала падения капли до ее
полного испарения?

15.186. Какую минимальную работу по преодолению силы тяжести
надо произвести, чтобы насыпать кучу песка в форме конуса высотой H
и радиусом основания R ? Плотность песка равна ̺ , и его поднимают с
плоскости основания конуса.

15.187. Вода, подаваемая через отверстие в дне с плоскости основания
в цилиндрический бак высотой 10 м и радиусом основания 2 м, заполняет
весь бак. Определите затраченную при этом работу.

15.188. Найти работу против силы выталкивания при погружении
шара в воду.

15.189. Однородный стержень длиной 20 м площадью поперечного
сечения 4см 2 и плотностью 7,8г/см 3 вращается в горизонтальной плос-
кости вокруг вертикальной оси, проходящей через его конец, с угловой
скоростью 10π с−1 . Найти кинетическую энергию стержня.
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